Задание 1. Энтропия и взаимная информация.

Получение информации уменьшает неопределенность при принятии решений. Количественной мерой неопределенности является энтропия.




Пусть источник информации (сообщений)  может находиться в одном из состояний (посылать одно из сообщений)  с вероятностями соответственно. При этом . Это задается таблицей

.


Энтропия этого источника равна , т.е. средневзвешенному количеству информации от всех возможных состояний. Чем больше число вариантов , тем больше неопределенность.
Если основание логарифма равно 2, то единицей измерения будет бит.
Для расчета энтропии в программеOpenOfficeCalcв первый столбец вводим заданные вероятности, например:
[image: ]
В ячейку B2 вводим формулу "=-A2*LOG(A2;2)" и, используя маркер автозаполнения, протягиваем до конца второго столбца.Общая энтропия H есть сумма чисел второго столбца. Заодно просуммируем и первый столбец, чтобы убедиться в том, что сумма заданных вероятностей равна 1.
[image: ]
Заметим, что вероятности принято считать с точностью 4 знака после запятой, а энтропию округлять до 3 знаков.











Пусть два источника сообщений  и  связаны между собой. Обозначим  и  вероятности соответствующих сообщений;  – вероятность одновременного появления сообщений  и  (совместная вероятность);  – вероятность появления сообщения  при условии, что было получено сообщение  (условная вероятность).


Если задана матрица совместных вероятностей, то все ее элементы в сумме дают 1:

.




При этом  и . Чтобы получить условные вероятности используют формулы  и . Потом можно найти совместную энтропию:


и условные энтропии:

,

.
В этом случае расчет можно организовать по примеру 1.


Если же задана матрица условных вероятностей (канальная матрица), то сумма элементов каждой строки равна . Необходимо еще задать безусловные вероятности , тогда

.



Выражение в скобках есть условная энтропия  при каждом конкретном значении : .

То есть .


Для вычисления энтропии  используют формулу полной вероятности .
В этом случае расчет можно организовать по примеру 2.


В обоих вариантах задания связи источников  и  из соотношений 

,

,

,
зная три величины, можно найти другие три величины.

Пример 1.

[image: ]
Вводим заданные вероятности:
[image: ]
Находим безусловные вероятности путем суммирования по строкам и по столбцам.
[image: ]
Условные вероятности находятся путем деления. Обратите внимание на адресацию ячеек, относительную по одной координате и абсолютную по другой. Это нужно для автозаполнения. Точность устанавливаем 4 знака после запятой.
[image: ]
Теперь находим логарифмы (со знаком минус) всех найденных вероятностей. Чтобы избежать сообщений об ошибке (логарифм 0 не определен), используется условие IF.
[image: ]
По формулам находим требуемые величины. Функция SUMPRODUCT() сразу вычисляет сумму попарных произведений из двух диапазонов электронной таблицы одинакового размера. Нужные диапазоны приведены на следующем рисунке.
[image: ]
Результаты расчетов получаются такие:
[image: ]
Проверим по формулам соотношения между совместной и другими энтропиями.
H(X,Y)=1,485+0,636=1,571+0,551=2,122
Взаимная информация I(X,Y)=1,485-0,551=1,571-0,636=0,934
Расхождение в 0,001 в пределах ошибки округления.

Пример 2.

[image: ]
Вводим заданные вероятности. Безусловные вероятности Y находим по формуле полной вероятности. Обратите внимание на адресацию в функции SUMPRODUCT().
[image: ]
Теперь находим логарифмы (со знаком минус) всех найденных вероятностей. (как в примере 1). Условная энтропия H(Y|X) получается в два этапа.
[image: ]
Результат для H(Y|X) можно получить дальнейшим протягиванием ячеек с формулами для безусловных вероятностей Y.
[image: ]
Расчеты для остальных искомых величин приведены на следующем рисунке.
[image: ]
Результаты получаются такие:
[image: ]
Осталось записать ответ в соответствии с вопросами условия задачи.
    Энтропия на входе канала H(X)=1,846
    Энтропия на выходе канала H(Y)=1,884
    Количество утерянной информации H(X|Y)=1,146
    Количество посторонней информации H(Y|X)=1,183
    Количество переданной информации I(X,Y)=0,701

Задания по вариантам:

[bookmark: _Hlk119694658][bookmark: _Hlk119694594]Вариант 1.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0,2
	0,1
	0

	x2
	0
	0,3
	0,1

	x3
	0
	0
	0,3



Вариант 2.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,98
	0,01
	0
	0,01

	x2
	0,02
	0,95
	0,03
	0

	x3
	0
	0,02
	0,97
	0,01

	x4
	0,02
	0
	0,02
	0,96



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 3.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0,5
	0,05
	0

	x2
	0
	0,2
	0,05

	x3
	0,1
	0
	0,1




Вариант 4.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,99
	0,01
	0
	0

	x2
	0,13
	0,85
	0,02
	0

	x3
	0
	0,05
	0,91
	0,04

	x4
	0,05
	0
	0,02
	0,93



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 5.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0,3
	0,2
	0

	x2
	0
	0,1
	0,2

	x3
	0
	0
	0,2



Вариант 6.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,82
	0,05
	0
	0,13

	x2
	0,05
	0,92
	0,03
	0

	x3
	0
	0,03
	0,94
	0,03

	x4
	0,13
	0
	0,01
	0,86



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 7.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0,1
	0,4
	0

	x2
	0
	0,1
	0,2

	x3
	0,2
	0
	0



Вариант 8.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,97
	0,01
	0
	0,02

	x2
	0,01
	0,96
	0,03
	0

	x3
	0
	0,01
	0,98
	0,01

	x4
	0,01
	0
	0
	0,99



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 9.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0
	0,1
	0,4

	x2
	0
	0,1
	0,2

	x3
	0,1
	0
	0,1




Вариант 10.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,98
	0
	0,02
	0

	x2
	0
	0,95
	0
	0,05

	x3
	0,03
	0
	0,97
	0

	x4
	0
	0,04
	0
	0,96



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.
Вариант 11.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 
	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0
	0,1
	0,2

	x2
	0,3
	0
	0,1

	x3
	0,1
	0,2
	0



Вариант 12.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,88
	0
	0,12
	0

	x2
	0
	0,85
	0
	0,15

	x3
	0,13
	0
	0,87
	0

	x4
	0
	0,14
	0
	0,86



Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 13.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0
	0,2
	0,1

	x2
	0,1
	0
	0,3

	x3
	0,2
	0,1
	0



Вариант 14.








По каналу связи передаются сообщения , , ,  с вероятностями ; ; ; . Из-за помех принимаемые сигналы появляются с условными вероятностями, заданными в таблице:

	

	y1
	y2
	y3
	y4

	x1
	0,82
	0,1
	0,08
	0

	x2
	0
	0,84
	0,07
	0,09

	x3
	0,12
	0
	0,86
	0,02

	x4
	0,08
	0,04
	0
	0,88


Найти энтропию на входе и на выходе канала, количество переданной, посторонней и утерянной информации.

Вариант 15.
Задано совместное распределение вероятностей появления сообщений двух источников. Найти совместную, условные и безусловные энтропии, а также взаимную информацию. 

	

	y1
	y2
	y3

	x1
	0,1
	0,05
	0

	x2
	0
	0,1
	0,05

	x3
	0
	0
	0,7





Задание 2. Коды, исправляющие ошибки.

Двоичные блоковые коды работают следующим образом:







Каждому блоку из  бит (информационному слову ) кодер путем добавления  проверочных бит сопоставляет посылаемое кодовое слово  из  бит. Если в процессе передачи кодовое слово искажается в каких-нибудь позициях, то полученное слово есть , где  – вектор ошибок, сложение выполнятся по модулю 2 в соответствие с таблицей:
	

	0
	1

	0
	0
	1

	1
	1
	0




Задача декодера – вычислить вектор ошибок, тогда можно восстановить посланное слово , а значит и информационное слово .




Самыми простыми для расчетов являются линейные двоичные блоковые коды. Они полностью задаются порождающей матрицей размером . Кодовое слово вычисляется путем умножения информационного слова на порождающую матрицу , где в процессе умножения матриц используется сложение по модулю 2.







По заданной порождающей матрице  определяется проверочная матрица  размером  со свойством . Тогда для любого кодового слова . При получении слова  декодер путем умножения его на проверочную матрицу вычисляет синдром .

Синдром является вектором из  бит. Если он состоит из одних нулей, то ошибок не было. 









Если произошла одиночная ошибка в позиции , то вектор  имеет 1 в -ом столбце, а остальные элементы равны 0. Поэтому  совпадает с -ой строкой проверочной матрицы . Значит, если синдром не нулевой, то его сравнивают со всеми строками матрицы  и находят позицию одиночной ошибки. После исправления соответствующего бита в принятом слове , получается посланное слово .

Для кодов Хэмминга , поэтому одиночные ошибки исправляются однозначно.


Например, код Хэмминга задан порождающей матрицей :


1. Убедимся, что матрица


является проверочной для этого кода.




Когда первая строка матрицы  умножается на каждый столбец матрицы , то первые, пятые и шестые элементы этих столбцов умножатся на 1 (то есть не изменятся), остальные умножатся на 0 (в результате будет 0). Это значит, что первая строка произведения  есть сумма первой, пятой и шестой строк матрицы  по модулю 2. Вычисляем в столбик:
	[bookmark: _Hlk119696917]1
	1
	0

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	2
	2
	0


Но ( 2 2 0 ) = ( 0 0 0 ) mod 2.



Теперь вторая строка произведения  есть сумма второй, шестой и седьмой строк матрицы  по модулю 2. Вычисляем:
	0
	1
	1

	0
	1
	0

	0
	0
	1

	0
	2
	2


Но ( 0 2 0 ) = ( 0 0 0 ) mod 2.

Вычисляеманалогично остальные строки произведения  и получаем

.

2. Закодируем информационное слово .



Для этого нужно умножить его на порождающую матрицу . Видим, что есть сумма первой, второй и третьей строк матрицы .
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	0
	2
	3
	2


[bookmark: _Hlk119698810]v = ( 1 1 1 0 2 3 2 ) = ( 1 1 1 0 0 1 0 ) mod 2.

3. Теперь посланное слово  исказим в 3-ей позиции. 




Чтобы декодировать искаженное слово и получить исходное информационное слово, вычислим результат умножения его на проверочную матрицу. Синдром  есть сумма первой, второй и шестой строк матрицы :
	1
	1
	0

	0
	1
	1

	0
	1
	0

	1
	3
	1




s = ( 13 1 ) = ( 1 1 1 ) mod 2. Синдром совпал с третьей строкой матрицы , значит ошибка была в третьей позиции. Меняем третий символ в 

.


Первые четыре бита и есть исходное информационное слово , потому что в порождающей матрице  первые четыре столбца образуют единичную матрицу.

Задания по вариантам:


Код Хэмминга задан порождающей матрицей :


.



1. Убедиться, что матрица


является проверочной для этого кода.

2. Закодировать информационное слово .

3. Посланное слово  исказить в указанной позиции. Декодировать искаженное слово и получить исходное информационное слово.


[bookmark: _Hlk119699214][bookmark: _Hlk119699246]Вариант 1.; позиция 5.


Вариант 2.; позиция 10.


Вариант 3. ; позиция 7.


Вариант 4.; позиция 8.


Вариант 5.; позиция 9.


Вариант 6.; позиция 6.


Вариант 7.; позиция 11.


Вариант 8.; позиция 4.


Вариант 9.; позиция 13.


Вариант 10.; позиция 2.


Вариант 11.; позиция 1.


Вариант 12.; позиция 12.


Вариант 13.; позиция 3.


Вариант 14.; позиция 6.


Вариант 15.; позиция 5.




Задание 3. Представление чисел в ЭВМ.




Число, записываемое цифрами  в ‑ичной системе счисления, равно .

Алгоритм перевода ЧИСЛО в  -ичную систему счисления:
НОМЕР РАЗРЯДА = 0
Пока ЧИСЛО больше нуля делать
Начало

ОЧЕРЕДНАЯ ЦИФРА [НОМЕР РАЗРЯДА] = остаток от деления ЧИСЛО на 

ЧИСЛО = целая часть от деления ЧИСЛО на 
НОМЕР РАЗРЯДА = НОМЕР РАЗРЯДА + 1
Конец

В ЭВМ используется двоичная система счисления как самая простая (только две цифры 0 и 1), умножение на 0 и на 1 тривиально, а сложение производится  по правилу:0 + 0 = 0; 0 + 1 = 1+ 0 = 1; 1 + 1 = 0 плюс единица переноса в старший разряд.
Однако, запись числа в двоичной системе громоздка (требует большего числа разрядов, чем привычная для человека десятичная).Поэтому для интерфейса машинного представления чисел используются восьмеричная и шестнадцатеричная системы счисления. В восьмеричной системе каждая цифра соответствует трем машинным битам, в шестнадцатеричной – четырем.
Для отрицательных чисел сначала находим обратный код: заменяем нули на единицы и наоборот, заменяем единицы на нули. Затем прибавляем 1 и получаем дополнительный код. Наличие 1 в старшем разряде свидетельствует об отрицательности числа, старший (знаковый) бит имеет отрицательный вес.
Вычитание есть прибавление числа в дополнительном коде, а при наличии переноса из самого старшего разряда он игнорируется. Но флаг переноса вместе с флагом знака определяет наличие переполнения разрядной сетки.

Признаком переполнения разрядной сетки является:
а) наличие переноса в знаковый разряд суммы при отсутствии переноса из её знакового разряда (положительное переполнение);
б) наличие переноса из знакового разряда суммы при отсутствии переноса в её знаковый разряд (отрицательное переполнение).
Если и в знаковый, и из знакового разряда суммы есть переносы или нет этих переносов, то переполнение отсутствует.

Перевод дробной части в двоичную систему счисления производится так:
умножаем дробную часть на 2, если результат больше (или равен) 1, то записываем в очередной разряд 1, если меньше 1, то записываем в очередной разряд 0. После этого дробная часть результата (т.е. при возникновении 1 она отбрасывается) снова умножается на 2 и процесс повторяется до получения необходимого числа дробных двоичных разрядов.

Примеры оформления решений.

1. Перевести в систему счисления с основанием 10.



2. Преобразовать восьмеричное число в шестнадцатеричное.
Сначала находим двоичное представление:


Группируем двоичные цифры по 4, начиная справа. 



3. Перевести в двоичную систему с точностью 7 знаков после запятой, сделать проверку.
58,72=58+0,72
Сначала переводим целую часть (делим на 2 и записываем остатки):
58=29*2+0
29=14*2+1
14=7*2+0
7=3*2+1
3=1*2+1
1=0*2+1
Теперь дробную часть:
0,72 * 2 = 1,44          1   (старшая цифра)
0,44 * 2 = 0,88          0
0,88 * 2 = 1,76          1
0,76 * 2 = 1,52          1
0,52 * 2 = 1,04          1
0,04 * 2 = 0,08          0
0,08 * 2 = 0,16          0
Итак, 58,7210 = 111010,10111002
Проверка: 32+16+8+2=58;
0,5+0,125+0,0625+0,03125=0,71875.
Погрешность в пределах допустимой (меньше 0,01).

4.Перевести числа A=97 и B=58 в двоичную систему и записать их в прямом, обратном и дополнительном кодах на восьмиразрядной сетке. Выполнить операцию алгебраического сложения двоичных чисел A и B с разными сочетаниями знаков на восьмиразрядной сетке (использовать только дополнительный код). Результаты перевести в десятичную запись.
Переводим в двоичную систему A=97 (перевод В=58 впредыдущем примере):
97=48*2+1
48=24*2+0
24=12*2+0
12=6*2+0
6=3*2+0
3=1*2+1
1=0*2+1
Записываем биты строго друг под другомна восьмиразрядной сеткеи находим обратный и дополнительный код.
	
	А
	В

	Прямой код
	01100001
	00111010

	Обратный код
	10011110
	11000101

	Дополнительный код
	10011111
	11000110


Складываем «столбиком» с переносами:
[image: ]
Произошло положительное переполнение (был перенос в знаковый разряд). Полученный результат A+B=–128+16+8+2+1=–101 требует поправки на 28=256. A+B=–101+256=155, действительно, 97+58=155.
Теперь складываем А с дополнительным кодом В.
[image: ]
Переполнения нет, так как и в знаковый, и из знакового разряда суммы есть переносы (перенос из самого старшего разряда никуда не записывается). Проверка: A+(–B)=32+4+2+1=39, действительно, 97–58=39. Сложения –A+B и –A+(–B) проведите самостоятельно.





Задания по вариантам:

1.Заданы числа в q-ичной системе счисления. Перевести в систему счисления с основанием 10.
2.Преобразовать восьмеричные числа в шестнадцатеричные. 
3.Перевести в двоичную систему десятичные числа с точностью семь знаков после запятой. Сделать проверку.
4.Перевести числа A и B в двоичную систему и записать их в прямом, обратном и дополнительном кодах на восьмиразрядной сетке. Выполнить операцию алгебраического сложения двоичных чисел A и B с разными сочетаниями знаков на восьмиразрядной сетке. Результаты перевести в десятичную запись.

	Номер
варианта
	Числа к заданиям

	
	1
	2
	3
	4.А
	4.В

	1
	1021,1 3
	475432
	345,23
	83
	44

	2
	1332,21 4
	777773
	195,35
	67
	72

	3
	2041,14 5
	704507
	56,24
	38
	95

	4
	2fb,56 16
	173323
	44,03
	23
	88

	5
	735,62 8
	235461
	59,62
	63
	76

	6
	172,35 8
	713235
	127,7
	49
	91

	7
	106,21 7
	437162
	83,18
	55
	66

	8
	2fe,a16
	635413
	34,92
	71
	34

	9
	5321,32 6
	613245 
	42,57
	89
	51

	10
	4136,45 7
	213671 
	57,76
	41
	78

	11
	3122,31 5
	132662 
	79,33
	59
	82

	12
	2101,21 3
	632154 
	28,43
	65
	61

	13
	3220,02 4
	461247 
	63,54
	72
	74

	14
	2341,42 6
	526250 
	89,83
	85
	69

	15
	601,34 9
	362122 
	45,29
	93
	39
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