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×åðåç fj ìû îáîçíà÷àåì çäåñü îïðåäåëåííûå íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

Γj(u) = 0 ïðè 0 ≤ u ≤ 1, Γj(u) = Aj > 2 ïðè 1 < u;
Lj(u) = Aj > 2 ïðè 0 ≤ u ≤ 1, Lj(u) = 0 ïðè 1 < u;
Πj(u) = 0 ïðè 0 ≤ u < αj è ïðè u > βj , Πj(u) = Aj > 2 ïðè

αj ≤ u ≤ βj . Çäåñü j = 1, . . . n è αj < βj < 2.
Òî÷êè ðàçðûâîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàñïîëàãàòü íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî äëÿ êðàòêîñòè
ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî ìîäåëüíîãî ñëó÷àÿ.

Íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (áèî)õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

dx1
dt

= f1(xn)− k1x1; . . .
dxj
dt

= fj(xj−1)− kjxj ; . . . j = 2, 3, . . . n (1)

ìîäåëèðóþò ôóíêöèîíèðîâàíèå íåñêîëüêèõ øèðîêèõ êëàññîâ ãåí-
íûõ ñåòåé [1�5]. Çäåñü ïåðåìåííûå xj îáîçíà÷àþò êîíöåíòðàöèè ðå-
àãèðóþùèõ âåùåñòâ (áåëêîâ, èõ êîìïëåêñîâ è äð.), fj îïèñûâàåò
ñêîðîñòü ñèíòåçà âåùåñòâà íîìåð j, ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð kj õà-
ðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðàçëîæåíèÿ ýòîãî âåùåñòâà, è â êàæäîì óðàâ-
íåíèè âû÷èòàåìûå ñîîòâåòñòâóþò òàêîìó ðàçëîæåíèþ. Äëÿ ïðîñòî-
òû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì kj = 1 ïðè âñåõ j.

Ôóíêöèè Γj , Lj îïèñûâàþò ïîëîæèòåëüíûå è, ñîîòâåòñòâåííî,
îòðèöàòåëüíûå îáðàòíûå ñâÿçè â ãåííûõ ñåòÿõ. Ôóíêöèè Πj(xj−1)
îïèñûâàþò îáðàòíûå ñâÿçè ïåðåìåííîãî òèïà: ïðè ìàëûõ xj−1 ýòà
ñâÿçü ïîëîæèòåëüíà, à ïðè áîëüøèõ � îòðèöàòåëüíà [3]. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî xj−1 = xn ïðè j = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m êîëè÷åñòâî ôóíêöèé Πj â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
ñèñòåìû (1). Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ãåííûõ ñåòåé
ïîñðåäñòâîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (1) ñîñòîèò â âûÿâëåíèè

c© Ãîëóáÿòíèêîâ Â.Ï., 2015

33



ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (öèêëîâ), â àíàëèçå èõ âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ è èõ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, â îïèñàíèè
áèôóðêàöèé öèêëîâ. Â ðàáîòàõ [2; 4; 5] ðàññìîòðåí ñëó÷àé m = 0.

Ëåììà 1. Ïàðàëëåëåïèïåä Q := [0, A1] × [0, A2] × . . . × [0, An]
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îáëàñòüþ ñèñòåìû (1).

Ëåììà 2. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) êóñî÷íî-ëèíåéíû, èõ óãëî-

âûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ xj = αj, xj = βj ïðè

fj+1 = Πj+1, è xj = 1 ïðè fj+1 = Γj+1 èëè ïðè fj+1 = Lj+1.

Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ðàçáèâàþò îáëàñòü Q íà 2n−m · 3m áîëåå
ìåëêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ (áëîêîâ), â êàæäîì èç êîòîðûõ òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû (1) ïðÿìîëèíåéíû. Ïðåëîìëåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû
íà ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ íå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè, íî êàæäàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ÿâíî
[4; 5].

Äëÿ ëþáîé ïàðû áëîêîâ Bi, Bj , èìåþùèõ îáùóþ (n−1)-ìåðíóþ
ãðàíü Fi,j , âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1), ïåðåõîäÿùèå èç îäíîãî áëî-
êà â äðóãîé, ïåðåñåêàþò ýòó ãðàíü â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, âåðøèíû êîòî-
ðîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò áëîêàì óêàçàííîãî ðàçáè-
åíèÿ îáëàñòè Q. Ðåáðà ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ãðàíÿì Fi,j . Òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå m = 0, íàïðàâëåíèÿ ðåáåð ãðàôà G îäíîçíà÷-
íî çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé (f1, f2, . . . fn). Êàæäûé
öèêë ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåò öèêë â ãðàôå G. Îáðàòíîå âîîáùå ãî-
âîðÿ íåâåðíî.

Òåîðåìà 1. Ïðè n = 2 ñèñòåìà (1) íå èìååò öèêëîâ.

Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ n > 2 îáëàñòü Q íå ñîäåðæèò èíâàðè-

àíòíûõ çàìêíóòûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñèñòåìû (1).

Ïðè m = 0 è n > 2 äëÿ êàæäîãî öèêëà ñèñòåìû (1) ïîñòðîåíà
ñîäåðæàùàÿ åãî èíâàðèàíòíàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ýòîé ñèñòå-
ìû. Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è ïðè íàëè÷èè â
ãåííîé ñåòè îáðàòíûõ ñâÿçåé ïåðåìåííîãî òèïà.

Ëèòåðàòóðà
1. Ëèõîøâàé Â.À., Ãîëóáÿòíèêîâ Â.Ï., Äåìèäåíêî Ã.Â., Åâäîêèìîâ À.À.,
Ôàäååâ Ñ.È. Òåîðèÿ ãåííûõ ñåòåé // Ñèñòåìíàÿ êîìïüþòåðíàÿ áèîëîãèÿ.
Íîâîñèáèðñê: ÑÎ ÐÀÍ, 2008. Ñ. 395�480.
2. Golubyatnikov V.P., Golubyatnikov I.V. On periodic trajectories in odd-
dimensional gene networks models // Russian journal of numerical analysis
and mathematical modeling. 2011. Vol. 28. � 4. P. 397�412.

34



3. Gaidov Yu.A., Golubyatnikov V.P. On the existence and stability of cycles
in gene networks with variable feedbacks // Contemporary maths. 2011.
Vol. 553. P. 61�74.
4. Glass L., Pasternack J.S. Stable oscillations in mathematical models of
biologigal control systems // Journal of Mathematical Biology. 1978. Vol. 6.
P. 207�223.
5. Àþïîâà Í.Á., Ãîëóáÿòíèêîâ Â.Ï. Î äâóõ êëàññàõ íåëèíåéíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. ×åòûðåõìåðíûé ñëó÷àé // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé
æóðíàë. 2015. Ò. 56. � 2. Ñ. 282�289.

35


