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ÃÎÌÎÒÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÛ
×ÅÒÛÐ�ÕÌÅÐÍÛÕ ÀËÃÅÁÐ ËÈ VI ÒÈÏÀ ÁÈÀÍÊÈ

Ïðåîáðàçîâàíèå àëãåáðû Ëè f : G → G íàçûâàåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ ñêîáêè: [fX; fY ] = f [X;Y ]
∀X,Y ∈ G. Ïóñòü â àëãåáðå Ëè G çàäàíî åâêëèäîâî èëè ëîðåíöå-
âî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈, 〉. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå f : G → G
íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì (èëè ãîìîòåòèåé) c êîýôôèöèåíòîì eµ, åñëè
〈fX, fY 〉 = e2µ〈X,Y 〉 ∀X,Y ∈ G. Â ñëó÷àå µ = 0 ïðåîáðàçîâàíèå f
íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî ïîäîáèåì è àâòî-
ìîðôèçìîì, áóäåì íàçûâàòü àâòîïîäîáèåì. Ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿ-
þùååñÿ îä-íîâðåìåííî èçîìåòðèåé è àâòîìîðôèçìîì, áóäåì íàçû-
âàòü àâòîèçîìåòðèåé. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè àâòîïîäî-
áèé äëÿ àëãåáð Ëè ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ãî-
ìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ãðóïï
Ëè, ñíàáæ¼ííûõ ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçðåøèìûå ÷åòûð¼õìåðíûå
àëãåáðû Ëè VI òèïà ïî êëàññèôèêàöèè Áèàíêè, êîòîðûå áîëåå äå-
òàëüíî êëàññèôèöèðîâàíû íà 4 ïîäòèïà À.Ç. Ïåòðîâûì [1]. Íà íèõ
ââîäèòñÿ åâêëèäîâî èëè ëîðåíöåâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíà-
òóðû (+,+,+,−). Àëãåáðû Ëè VI òèïà ñîäåðæàò òð¼õìåðíûé êîì-
ìóòàòèâíûé èäåàë L. Åñëè âûáðàòü áàçèñ {E1, E2, E3, E4} òàê, ÷òî-
áû {E2, E3, E4} ∈ L, òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò çàäà-
âàòüñÿ ðàâåíñòâàìè

[Ei, Ej ] = 0, [E1, Ei] = cjiEj , i, j = 2, 3, 4.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð E1 äåéñòâóåò íà L ñ ïîìîùüþ ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ adE1, êîòîðîå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé C =

(
cij
)
.
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À.Ç. Ïåòðîâ ïðèâîäèò ñëåäóþùèå íåèçîìîðôíûå êàíîíè÷åñêèå âè-
äû äåéñòâèÿ adE1 (èçìåíåíà íóìåðàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ).

VI1 [E1, E2] = lE2, [E1, E3] = εE3, [E1, E4] = kE4;
VI2 [E1, E2] = lE2, [E1, E3] = kE3 + E4, [E1, E4] = −E3 + kE4;
VI3 [E1, E2] = εE2, [E1, E3] = kE3 + E4, [E1, E4] = kE4;
VI4 [E1, E2] = εE2, [E1, E3] = kE3 + E4, [E1, E4] = kE4 + E2;

k, l ∈ R, ε = 0, 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè G ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè n > 2 ñîäåðæèò êîììóòàòèâíûé èäåàë L êîðàç-

ìåðíîñòè 1, è ïóñòü íà G çàäàíî ëîðåíöåâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå. Òîãäà àëãåáðà Ëè G äîïóñêàåò àâòîïîäîáèÿ, îòëè÷íûå îò àâ-

òîèçîìåòðèé, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èäåàë L ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé èäåàëîâ ðàçìåðíîñòè 1 è n− 2, è ïðè ýòîì íà L è íà

îäíîìåðíîì èäåàëå èíäóöèðóåòñÿ âûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå. Â ñëó÷àå åâêëèäîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ àâòîïîäîáèÿ

íå ñóùåñòâóþò.

Òåîðåìà 2. Ñðåäè ÷åòûð¼õìåðíûõ àëãåáð Ëè VI òèïà ïî êëàñ-
ñèôèêàöèè À.Ç.Ïåòðîâà, àâòîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî ëîðåíöåâî-

ãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äîïóñêàþò àëãåáðû Ëè ïîäòèïîâ VI1,
VI2, VI4, è òîëüêî îíè. Ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ çàäà¼ò-

ñÿ ìàòðèöåé âèäà  0 1 · · ·
1 0 · · ·
...

... E

 ,

à àâòîïîäîáèÿ � ìàòðèöåé âèäà 1 0 · · ·
0 e2µ · · ·
...

... eµS

 ,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à S � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

2.

Ðàñïîëîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Çäåñü J
� îäíîìåðíûé èäåàë, à äâóìåðíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé âåêòîðîâ E3 è E4.
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