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Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè

äëÿ ñòóäåíòîâ

Âûïîëíåíèå êàæäîãî èíäèâèäóàëüíîãî çàäàíèÿ ñëåäóåò íà÷àòü ñ èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà.

Â ïåðâîì çàäàíèè òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñåêâåíöèþ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé òðåìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá (ñðàâíåíèå òàáëèö èñòèííîñòè) îïèñàí â ï. 1.1. Îôîðìëÿòü
òàáëèöû ñëåäóåò àêêóðàòíî è íå òîðîïÿñü âî èçáåæàíèå íå÷àÿííûõ îøèáîê.

Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò âòîðîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà (ïîñòðîåíèå äåðåâà).
Òóò íóæíî è òî÷íîå ïðèìåíåíèå ïðàâèë âûâîäà è ïîíèìàíèå âîçìîæíûõ ïóòåé óïðîùåíèÿ
ñåêâåíöèé äî àêñèîì. Ðåêîìåíäóåì âíèìàòåëüíî èçó÷èòü ï. 1.2. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ïóò¼ì ñîåäèíåíèÿ îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ èç ïðèìåðîâ ýòîãî ïóíêòà. Ñëåäèòå
çà òî÷íûì èñïîëüçîâàíèåì êàæäîãî ïðàâèëà âûâîäà, îäèíàêîâûå áóêâû äîëæíû áûòü çàìå-
íåíû íà îäèíàêîâûå ôîðìóëû. Äëÿ ïðîâåðêè íåîáõîäèìî îòìå÷àòü ïðàâèëà ïðèñâîåííûìè èì
íîìåðàìè è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëèñòüÿ äåðåâà ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè.

Òðåòèé ñïîñîá (ìåòîä ðåçîëþöèé) îïèñàí â ï. 1.3. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé îñíîâíûì èñòî÷íèêîì îøèáîê ÿâëÿåòñÿ íåàêêóðàòíàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê. Åñëè â
ôîðìóëå èìååòñÿ íåñêîëüêî îòðèöàíèé, òî çàêîíû äå Ìîðãàíà ñíà÷àëà ïðèìåíÿþòñÿ ê ñàìîìó
âíåøíåìó îòðèöàíèþ. Äèñòðèáóòèâíîñòü èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü. Ïðè ïîñòðîåíèè
ðåçîëüâåíò ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ íóìåðàöèþ äèçúþíêòîâ.

Â êîíöå êàæäîãî ïóíêòà ãëàâû 1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäàíèÿ, àíàëîãè÷íîãî çà-
äàíèþ 1. Èõ öåëü � ïîêàçàòü õîä ðàññóæäåíèé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Â ãëàâå 5 ïîêàçàí òîëüêî
îáðàçåö òàêîãî îôîðìëåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðîå áóäåò ëåãêî ïðîâåðèòü ïðåïîäàâàòåëþ.

Ïåðåä âûïîëíåíèåì âòîðîãî çàäàíèÿ èçó÷èòå ãëàâó 2. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïå-
ðåôîðìóëèðîâêó ïðåäëîæåíèé íà ðóññêîì ÿçûêå ñ öåëüþ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ êâàíòîðîâ. Ïå-
ðåôîðìóëèðîâàííûå ïðåäëîæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ âñëåä çà óñëîâèåì çàäàíèÿ. Ïðè ââåäåíèè
îáîçíà÷åíèé ïðåäèêàòîâ ó÷èòûâàéòå ñèíîíèìû. Â êàæäîâ âàðèàíòå äîëæíî áûòü òðè ñèìâî-
ëà ïðåäèêàòîâ, îäèí èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ â îáîèõ âûñêàçûâàíèÿõ. Äëÿ ïåðåâîäà ÷àñòèöû (èëè
ïðèñòàâêè) ¾íå¿ îáÿçàòåëüíî ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå.

Âîçìîæíû òðè àëüòåðíàòèâû. Åñëè ëîãè÷åñêèé âûâîä íîâîãî ïðåäëîæåíèÿ íåâîçìîæåí, òî
ðåøåíèå îôîðìëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèìåðó èç ãëàâû 5. Åñëè ëîãè÷åñêèé
âûâîä ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, òîãäà ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ïðèìåðó
2.1. Åñëè ëîãè÷åñêèé âûâîä ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè, òî îôîðìëåíèå àíà-
ëîãè÷íî ïðèìåðó 2.2. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ âûâîä ñëåäóåò ïåðåâåñòè íà ñòèëèñòè÷åñêè
ãðàìîòíûé ðóññêèé ÿçûê.

Ïîñëå ðåøåíèÿ îáÿçàòåëüíî ñäåëàéòå äëÿ ñåáÿ ïóíêòóàëüíóþ ïðîâåðêó. Ðåøåíèÿ çàäàíèé
íåîáõîäèìî îôîðìëÿòü òàê, ÷òîáû ïðåïîäàâàòåëþ áûëî íå òðóäíî èõ ïðîâåðèòü.
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Ãëàâà 1

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

Âûñêàçûâàíèå � ýòî ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, èìåþùåå òî÷íûé è îäíîçíà÷íûé
ñìûñë. Â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ìû àáñòðàãèðóåìñÿ îò ñîäåðæàíèÿ âûñêàçûâàíèÿ è àêöåí-
òèðóåì âíèìàíèå òîëüêî íà åãî èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè. Ïðîñòûå (àòîìàðíûå) âûñêàçûâàíèÿ
áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà A,B,C . . .. Îíè íàçûâàþòñÿ òàêæå
ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Çíà÷åíèÿìè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü
òîëüêî 1�¾èñòèíà¿ èëè 0�¾ëîæü¿.

Ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ ñòðîÿòñÿ èç ïðîñòûõ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê:

¬ � îòðèöàíèå

∧ � êîíúþíêöèÿ

∨ � äèçúþíêöèÿ

→ � èìïëèêàöèÿ

Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, ñîåäèíåííûå ëîãè÷åñêèìè ñâÿç-
êàìè, áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëàìè è îáîçíà÷àòü áóêâàìè Φ,Ψ,X . . . ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà. Ñòðî-
ãîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû ñëåäóþùåå [2]:

1. Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü (àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà.

2. Åñëè Φ � ôîðìóëà, òî ¬Φ � òîæå ôîðìóëà.

3. Åñëè Φ è Ψ � ôîðìóëû, òî (Φ ∧Ψ), (Φ ∨Ψ) è (Φ → Ψ) � òîæå ôîðìóëû.

Ñåêâåíöèÿìè íàçûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà Γ ⊢ Φ è Γ ⊢ , ãäå Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåñêîëüêèõ ôîðìóë, çàïèñàííûõ ÷åðåç çàïÿòóþ, èëè îäíà ôîðìóëà, èëè ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ëåâàÿ ÷àñòü ñåêâåíöèè (Γ) íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîñûëêîé, ïðàâàÿ (Φ) � çàêëþ÷åíèåì.

Ñìûñë ñåêâåíöèè Γ ⊢ Φ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç èñòèííîñòè âñåõ ôîðìóë èç Γ (ïîñûë-
êè) ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èñòèííîñòü ôîðìóëû Φ (çàêëþ÷åíèÿ). Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü
èñòèííûì èëè ëîæíûì, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ñåêâåíöèè.

Ñåêâåíöèÿ Γ ⊢ ïîíèìàåòñÿ êàê óòâåðæäåíèå î íåâîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîé èñòèííîñòè
âñåõ ôîðìóë èç Γ, òî åñòü èõ ëîãè÷åñêàÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòü (íåñîâìåñòíîñòü).
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1.1. ÒÀÁËÈÖÛ ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈ 3

1.1 Òàáëèöû èñòèííîñòè

Òàê êàê ÷èñëî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó, êîíå÷íî (íàïðèìåð,
n), òî ñóùåñòâóåò âñåãî 2n ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîãî
òàêîãî íàáîðà èñòèííîñòü ôîðìóëû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì èñòèííîñòè ëîãè÷å-
ñêèõ ñâÿçîê:

A ¬A
0 1
1 0

A B A ∧B A B A ∨B A B A → B
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñûëêà èìïëèêàöèè ëîæíà, òî èìïëèêàöèÿ èñòèííà.

Åñëè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëà èñ-
òèííà, òî îíà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé.

Äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè ñåêâåíöèè Γ ⊢ Φ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òå íàáîðû
çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ, è óáåäèòñÿ
â èñòèííîñòè Φ äëÿ ýòèõ íàáîðîâ. Ïðè ýòîì ïóñòàÿ ïîñûëêà ñ÷èòàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé,
à ïóñòîå çàêëþ÷åíèå òîæäåñòâåííî ëîæíûì.

Ïðèìåð 1.1.

Ïðîâåðèòü èñòèííîñòü ñåêâåíöèè ¬(A ∧B), A ⊢ ¬B ïðè ïîìîùè òàáëèöû èñòèííîñòè.

Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó

A B A ∧B ¬(A ∧B) A ¬B
0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0

Âèäèì, ÷òî îáå ôîðìóëû ïîñûëêè ¬(A ∧ B), A èñòèííû òîëüêî ïðè A = 1 è B = 0 (òðå-
òüÿ ñòðîêà â òàáëèöå âûäåëåíà æèðíûì øðèôòîì). Â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå ¬B èñòèííî.
Îñòàëüíûå ñòðîêè â ïðîâåðêå íå íóæäàþòñÿ.

1.2 Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ (èñ÷èñëåíèå) ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ âûðàæåíèé (ôîðìóë
è ñåêâåíöèé), ñïèñêà àêñèîì (î÷åâèäíûõ ñåêâåíöèé, íå íóæäàþùèõñÿ â äîêàçàòåëüñòâå) è ïðà-
âèë âûâîäà, ïî êîòîðûì èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ñåêâåíöèé ñòðîÿòñÿ èõ ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâîì ñåêâåíöèè â äàííîé ôîðìàëüíîé òåîðèè íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå-
êâåíöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî
ïðàâèëàì âûâîäà. Ïîñëåäíÿÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåêâåíöèÿ � òà, êîòîðóþ íàäî äîêà-
çàòü.



4 ÃËÀÂÀ 1. ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

Äîêàçóåìîé íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà Φ
íàçûâàåòñÿ äîêàçóåìîé, åñëè äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ ⊢ Φ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçóåìîñòü � ñèí-
òàêñè÷åñêîå ïîíÿòèå, òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âíåøíèé âèä ñåêâåíöèé è ôîðìóë, íå
çàáîòÿñü î ñìûñëå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è çíà÷åíèÿõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Èñ÷èñëåíèå ìîæíî çàäàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, îáû÷íî âûáèðàþò òàêîé, ÷òîáû êîëè-
÷åñòâî àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà áûëî ìèíèìàëüíûì, íî òîãäà äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî äëèííûìè è ñëîæíûìè. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå ê èñ÷èñëåíèþ � ïîëíîòà è íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòü, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñîâïàäåíèþ ìíîæåñòâà äîêàçóåìûõ è ìíîæåñòâà òîæäåñòâåííî
èñòèííûõ ôîðìóë.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé [2]:
Àêñèîìàìè ÿâëÿþòñÿ ñåêâåíöèè âèäà Φ ⊢ Φ, ãäå Φ � ëþáàÿ ôîðìóëà. Íàïðèìåð, A∧B ⊢

A ∧B � àêñèîìà.
Ïðàâèëà âûâîäà ñëåäóþùèå:

1.
Γ ⊢ Φ; Γ ⊢ Ψ

Γ ⊢ Φ ∧Ψ
.

2.
Γ ⊢ Φ ∧Ψ

Γ ⊢ Φ
.

3.
Γ ⊢ Φ ∧Ψ

Γ ⊢ Ψ
.

4.
Γ ⊢ Φ

Γ ⊢ Φ ∨Ψ
.

5.
Γ ⊢ Ψ

Γ ⊢ Φ ∨Ψ
.

6.
Γ,Φ ⊢ X; Γ,Ψ ⊢ X; Γ ⊢ Φ ∨Ψ

Γ ⊢ X
.

7.
Γ,Φ ⊢ Ψ

Γ ⊢ Φ → Ψ
.

8.
Γ ⊢ Φ; Γ ⊢ Φ → Ψ

Γ ⊢ Ψ
.

9.
Γ,¬Φ ⊢
Γ ⊢ Φ

.

10.
Γ ⊢ Φ; Γ ⊢ ¬Φ

Γ ⊢
.

11.
Γ1,Φ,Ψ,Γ2 ⊢ X

Γ1,Ψ,Φ,Γ2 ⊢ X
.

12.
Γ ⊢ X

Γ,Ψ ⊢ X
.

Áóêâàìè Φ,Ψ,X îáîçíà÷àþòñÿ ôîðìóëû, à áóêâàìè Γ,Γ1,Γ2 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë,
âîçìîæíî ïóñòûå. Êîðîòêî ïðîêîììåíòèðóåì ïðèìåíåíèå ïðàâèë âûâîäà ïðè ïîñòðîåíèè äîêà-
çàòåëüñòâ. Äîêàçàòåëüñòâà óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå äåðåâà, â êîòîðîì âíèçó (â êîðíå äåðåâà)
íàõîäèòñÿ ñåêâåíöèÿ, êîòîðóþ íàäî äîêàçàòü, à ââåðõó (ëèñòüÿ äåðåâà) íàõîäÿòñÿ àêñèîìû.



1.2. ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ 5

Ïðàâèëà 11 è 12 íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîáàâëåíèÿ ôîðìóë â ïî-
ñûëêó, ïðè ýòîì èõ ïîðÿäîê íå âàæåí. Ïðàâèëî 12 åù¼ íàçûâàþò ¾óñèëåíèå ïðåäóñëîâèé¿.
Íàïðèìåð:

B ⊢ B

B,A ⊢ B
(12)

A,B ⊢ B

A,B,C ⊢ B
(12)

(11).

Ïåðâàÿ ñòðîêà ýòîãî äåðåâà � àêñèîìà, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ïî
ïðàâèëó âûâîäà, íîìåð êîòîðîãî óêàçàí â ñêîáêàõ ñáîêó îò ÷åðòû. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò
êàê èç àêñèîì ìîæíî äîêàçûâàòü ñåêâåíöèè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ åñòü ôîðìóëà, ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñ ôîðìóëîé ïðàâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè òàêîãî ðîäà ÷àñòè äåðåâà
äîêàçàòåëüñòâà áóäåì îïóñêàòü.

Ïðàâèëà 1�3 èëëþñòðèðóþò ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíúþíêöèè. ×òîáû äîêàçàòü ñåêâåíöèþ,
çàêëþ÷åíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé äâóõ ôîðìóë, íàäî ñíà÷àëà äîêàçàòü äâå ñåêâåí-
öèè, ó êîòîðûõ òàêàÿ æå ïîñûëêà, à çàêëþ÷åíèå � ó îäíîé ïåðâàÿ ôîðìóëà èç êîíúþíêöèè, ó
äðóãîé âòîðàÿ ôîðìóëà; çàòåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî 1.

Ïðàâèëà 2 è 3 óòâåðæäàþò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîíúþíêöèè ÿâëÿåòñÿ å¼ ëîãè÷åñêèì
ñëåäñòâèåì. Èíà÷å ãîâîðÿ, êîíúþíêöèÿ ëîãè÷åñêè ñèëüíåå ñâîèõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ýòè
ïðàâèëà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàòèâíîñòè êîíúþíêöèè (÷òî èçíà÷àëüíî
íå ïîñòóëèðîâàëîñü):

A ∧B ⊢ A ∧B

A ∧B ⊢ B
(3)

A ∧B ⊢ A ∧B

A ∧B ⊢ A
(2)

A ∧B ⊢ B ∧ A
(1).

Îòìåòèì òàêæå ôðàãìåíò äåðåâà

A,B ⊢ A; A,B ⊢ B

A,B ⊢ A ∧B
(1) ,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë â ëåâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè ðàâíîñèëüíà èõ
êîíúþíêöèè.

Ïðàâèëà 7 è 8 ïîçâîëÿþò äîáàâëÿòü è èñêëþ÷àòü ñâÿçêó èìïëèêàöèè. Òèïè÷íûé ïðèìåð
èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèëà 8:

Φ ⊢ Φ

Φ,Φ → Ψ ⊢ Φ
(12)

Φ → Ψ ⊢ Φ → Ψ

Φ,Φ → Ψ ⊢ Φ → Ψ
(12)

Φ,Φ → Ψ ⊢ Ψ
(8) .

Åñëè äîêàçàíû ñåêâåíöèè Γ1 ⊢ Φ è Γ2,Φ ⊢ Ψ, òî äîáàâëÿÿ ñëåäóþùèé ôðàãìåíò äåðåâà:

Γ1 ⊢ Φ

Γ1,Γ2 ⊢ Φ
(12)

Γ2,Φ ⊢ Ψ

Γ2 ⊢ Φ → Ψ
(7)

Γ1,Γ2 ⊢ Φ → Ψ
(12)

Γ1,Γ2 ⊢ Ψ
(8) ,

ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåíöèè Γ1,Γ2 ⊢ Ψ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äîáàâèòü ê èñ÷èñëåíèþ
âûñêàçûâàíèé ïðàâèëî âûâîäà (íàçîâåì åãî ïðàâèëîì òðàíçèòèâíîñòè)

T.
Γ1 ⊢ Φ; Γ2,Φ ⊢ Ψ

Γ1,Γ2 ⊢ Ψ
,
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êîòîðîå ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ñðåäñòâîì ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôðàãìåíòà äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà è
íå óâåëè÷èâàåò ìíîæåñòâà äîêàçóåìûõ ñåêâåíöèé. Òàêèå ïðàâèëà âûâîäà íàçûâàþòñÿ äîïóñòè-
ìûìè.

Ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñåêâåíöèé ñ êîíúþíêöèåé
â ïîñûëêå. Íàïðèìåð, åñëè óæå äîêàçàíà ñåêâåíöèÿ Φ ⊢ Ψ, òî ìîæíî äîêàçàòü è Φ∧X ⊢ Ψ∧X.

Φ ∧ X ⊢ Φ ∧ X

Φ ∧ X ⊢ Φ
(2)

Φ ⊢ Ψ
Φ ∧ X ⊢ Ψ

(T )
Φ ∧ X ⊢ Φ ∧ X

Φ ∧ X ⊢ X
(3)

Φ ∧ X ⊢ Ψ ∧ X
(1) .

Äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè âèäà Φ1,Φ2, . . . ,Φn ⊢ Ψ ðàâíîñèëüíà äîêàçóåìîñòè ôîðìóëû (Φ1∧
Φ2 ∧ . . . ∧ Φn) → Ψ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ôîðìóë â ëåâîé ÷àñòè:

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ1 ∧ Φ2

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ2

(3)

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ1 ∧ Φ2

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ1

(2)
Φ1,Φ2 ⊢ Ψ

Φ1 ⊢ Φ2 → Ψ
(7)

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ2 → Ψ
(T )

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Ψ

⊢ (Φ1 ∧ Φ2) → Ψ
(7)

(8).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Φ1,Φ2 ⊢ Φ1 ∧ Φ2;

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Φ1 ∧ Φ2; ⊢ (Φ1 ∧Φ2) → Ψ

Φ1 ∧ Φ2 ⊢ Ψ
(8)

Φ1,Φ2 ⊢ Ψ
(T ).

Ïðàâèëà 9 è 10 îáÿçàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóë, âêëþ÷àþùèõ îò-
ðèöàíèå. Ïðàâèëî 10 íàçûâàåòñÿ ¾âûâåäåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ¿. Ïðàâèëî 9 ôîðìàëèçóåò ìåòîä
¾ðàññóæäåíèÿ îò ïðîòèâíîãî¿. Ëþáàÿ ôîðìóëà è å¼ îòðèöàíèå íåñîâìåñòíû:

Φ,¬Φ ⊢ Φ; Φ,¬Φ ⊢ ¬Φ
Φ,¬Φ ⊢

(10) .

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî Φ â ÷àñòíîñòè ôîðìóëû ¬A è ¬¬A, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåíöèé
¬A,¬¬A ⊢ è ¬¬A,¬¬¬A ⊢ . Äàëåå

¬¬A,¬A ⊢
¬¬A ⊢ A

(9)

è
¬¬¬A,¬¬A ⊢
¬¬¬A ⊢ ¬A

(9) .

Òåïåðü
¬¬¬A ⊢ ¬A

A,¬¬¬A ⊢ ¬A
(12)

A ⊢ A

A,¬¬¬A ⊢ A
(12)

A,¬¬¬A ⊢
A ⊢ ¬¬A

(9)

(10) .

Ôîðìóëû Φ è Ψ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ Φ ≡ Ψ), åñëè äîêàçóåìû îáå
ñåêâåíöèè Φ ⊢ Ψ è Ψ ⊢ Φ. Ôàêòè÷åñêè âûøå áûëî ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè
Φ ≡ ¬¬Φ. Åñëè äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ Γ ⊢ Φ, è èìååò ìåñòî Φ ≡ Ψ, òî, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî
òðàíçèòèâíîñòè, ìîæíî äîêàçàòü ñåêâåíöèþ Γ ⊢ Ψ.

Ïðàâèëà 9 è 10 èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîïóñòèìîñòè ñëåäóþùèõ ïðàâèë
âûâîäà:
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6à.
Γ,Φ ⊢ ; Γ,Ψ ⊢ ; Γ ⊢ Φ ∨Ψ

Γ ⊢
.

11à.
Γ1,Φ,Ψ,Γ2 ⊢
Γ1,Ψ,Φ,Γ2 ⊢

.

12à.
Γ ⊢

Γ,Ψ ⊢
.

12á.
Γ ⊢

Γ ⊢ Ψ
.

9à.
Γ,Φ ⊢
Γ ⊢ ¬Φ

.

9á.
Γ ⊢ Φ

Γ,¬Φ ⊢
.

Ïðàâèëà 6à, 11à, 12à ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïðàâèë 6, 11, 12 äëÿ ñåêâåíöèé ñ ïóñòîé ïðàâîé
÷àñòüþ. Ïðîâåðêà äîïóñòèìîñòè ýòèõ ïðàâèë îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ñåêâåíöèþ Γ ⊢ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü òîëüêî ïî ïðàâèëó 10. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû X äîëæíû áûòü äîêàçóåìû
ñåêâåíöèè Γ ⊢ X, Γ ⊢ ¬X. Òîãäà èç ýòèõ ñåêâåíöèé ïî ïðàâèëó 1 âûâîäèòñÿ Γ ⊢ X ∧ ¬X. Ê
íåé ôîðìàëüíî óæå ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëà 6, 11 èëè 12. Ïîñëå ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ ïðà-
âèëî òðàíçèòèâíîñòè è äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè X ∧ ¬X ⊢ . Òî÷íîå ïîñòðîåíèå äîêàçàòåëüñòâ
äîïóñòèìîñòè ýòèõ ïðàâèë ïðåäîñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïðàâèëî 12á èçâåñòíî òàêæå êàê óòâåðæäåíèå ¾èç ëæè ìîæíî âûâåñòè âñ¼, ÷òî óãîäíî¿.
Îíî ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïðàâèë 12à è 9:

Γ ⊢
Γ,¬Ψ ⊢

(12a)

Γ ⊢ Ψ
(9).

Îáîñíîâàíèå äîïóñòèìîñòè ïðàâèëà 9à îñíîâàíî íà ðàññóæäåíèÿõ î ïðàâèëå 10 è ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ôîðìóëû å¼ äâîéíîìó îòðèöàíèþ, ïðèâåä¼ííûõ ðàíåå:

¬¬Φ ⊢ Φ; Γ,Φ ⊢ X

¬¬Φ,Γ ⊢ X
(T)

¬¬Φ ⊢ Φ; Γ,Φ ⊢ ¬X
¬¬Φ,Γ ⊢ ¬X

(T)

¬¬Φ,Γ ⊢
Γ ⊢ ¬Φ

(9)

(10) .

Äîêàæåì òåïåðü äîïóñòèìîñòü ïðàâèëà 9á:

Γ ⊢ Φ

Γ,¬Φ ⊢ Φ
(12)

¬Φ ⊢ ¬Φ
Γ,¬Φ ⊢ ¬Φ

(12)

Γ,¬Φ ⊢
(10) .

Ïðàâèëà 9à è 9á â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíû ïðàâèëó 9. Âñå òðè îíè ïîçâîëÿþò ¾ïåðå-
íîñèòü¿ ôîðìóëó èç îäíîé ÷àñòè ñåêâåíöèè â äðóãóþ ñ ¾ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì¿. Íàïðèìåð,
èíîãäà ïîëåçíûì áûâàåò ñëåäóþùèé ôðàãìåíò äåðåâà:

Φ ⊢ Ψ

¬Ψ,Φ ⊢
(9b)

¬Ψ ⊢ ¬Φ
(9a) ,

èçâåñòíûé êàê ïðàâèëî îáðàùåíèÿ òåîðåì.
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Ïðàâèëà 4�6 èëëþñòðèðóþò ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà äèçúþíêöèè. Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãè-
÷åñêèì ñëåäñòâèåì êàæäîé èç ñâîèõ êîìïîíåíò. Èíà÷å ãîâîðÿ, äèçúþíêöèÿ ëîãè÷åñêè ñëàáåå
ñâîèõ êîìïîíåíò:

Φ ⊢ Φ

Φ ⊢ Φ ∨Ψ
(4),

Ψ ⊢ Ψ

Ψ ⊢ Φ ∨Ψ
(5).

Íàèáîëüøèå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà 6, ôîðìàëèçóåùåãî
ðàññóæäåíèå ¾ìåòîäîì ðàçáîðà âàðèàíòîâ¿. Ýòî ïðàâèëî � åäèíñòâåííîå èç 12, â êîòîðîì
ñëåäñòâèå ñòðîèòñÿ èç òð¼õ ñåêâåíöèé. Áåç ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà íå îáîéòèñü ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ñåêâåíöèé, ñîäåðæàùèõ äèçúþíêöèþ. Áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà äèçúþíêöèÿ
âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêå. Òîãäà íåïîñðåäñòâåííî ðàçáèðàþòñÿ äâà âàðèàíòà.

Ðåêîìåíäàöèÿ 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèè, ó êîòîðîé â ëåâîé ÷àñòè åñòü äèçúþíê-
öèÿ äâóõ ôîðìóë, íàäî äîêàçàòü äâå ñåêâåíöèè ñ òåì æå çàêëþ÷åíèåì, íî â ïîñûëêå îäíîé
ñåêâåíöèè âìåñòî äèçúþíêöèè ñòîèò ïåðâàÿ ôîðìóëà äèçúþíêöèè, â ïîñûëêå äðóãîé � âòîðàÿ
ôîðìóëà. Òîãäà ïðàâèëî 6 ïðèìåíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

Γ,Φ ⊢ X

Γ,Φ ∨Ψ,Φ ⊢ X
(12)

Γ,Ψ ⊢ X

Γ,Φ ∨Ψ,Ψ ⊢ X
(12)

Φ ∨Ψ ⊢ Φ ∨Ψ

Γ,Φ ∨Ψ ⊢ Φ ∨Ψ
(12)

Γ,Φ ∨Ψ ⊢ X
(6) .

Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ìåòîäîì äîêàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè:

B ⊢ B

B ⊢ A ∨B
(5)

B ∨ A,B ⊢ A ∨B
(12)

A ⊢ A

A ⊢ A ∨B
(4)

B ∨ A,A ⊢ A ∨B
(12)

B ∨ A ⊢ B ∨ A

B ∨ A ⊢ A ∨B
(6) .

Äðóãîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðåêîìåíäàöèè 1: åñëè óæå äîêàçàíà ñåêâåíöèÿ Φ ⊢ Ψ, òî
ìîæíî äîêàçàòü è Φ ∨ X ⊢ Ψ ∨ X.

Φ ⊢ Ψ

Φ ⊢ Ψ ∨ X
(4)

Φ ∨ X, Φ ⊢ Ψ ∨ X
(12)

X ⊢ X

X ⊢ Ψ ∨ X
(5)

Φ ∨ X, X ⊢ Ψ ∨ X
(12)

Φ ∨ X ⊢ Φ ∨ X

Φ ∨ X ⊢ Ψ ∨ X
(6) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå î õàðàêòåðèçàöèè äîêàçóåìûõ ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, îñíîâ-
íîé äîêàçóåìîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ A ∨ ¬A, ãäå A � ëþáàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî: äëÿ ëþáîé ôîðìóëû X
äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ ⊢ X ∨ ¬X. Ïðèâåäåì å¼ ñîêðàùåííîå äîêàçàòåëüñòâî:

¬X ⊢ ¬X
¬X ⊢ X ∨ ¬X

(5)

¬(X ∨ ¬X) ⊢ X
(9, 9b)

X ⊢ X

X ⊢ X ∨ ¬X
(4)

¬(X ∨ ¬X) ⊢ ¬X
(9a, 9b)

¬(X ∨ ¬X) ⊢
⊢ X ∨ ¬X

(9)

(10) .

Çàêîí èñêëþ÷ííîãî òðåòüåãî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèé ñ äèçúþíêöèåé â
çàêëþ÷åíèè. Åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà äèçúþíêöèè íå âûâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñûëêè,
òî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòü äâà âçàèìîèñêëþ÷åþùèõ âàðèàíòà.

Ðåêîìåíäàöèÿ 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèé âèäà Γ ⊢ Φ ∨Ψ íóæíî ïîäîáðàòü òàêóþ
ôîðìóëó X, ÷òîáû áûëè äîêàçóåìû ñåêâåíöèè Γ,X ⊢ Φ è Γ,¬X ⊢ Ψ. Çàòåì äîêàçàòåëüñòâî
ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
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Γ,X ⊢ Φ

Γ,X ⊢ Φ ∨Ψ
(4)

Γ,¬X ⊢ Ψ

Γ,¬X ⊢ Φ ∨Ψ
(5)

⊢ X ∨ ¬X
Γ ⊢ X ∨ ¬X

(12)

Γ ⊢ Φ ∨Ψ
(6) .

Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â âûáîðå íóæíîé ôîðìóëû X. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííûé íàâûê
è ëîãè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ. Ïðîöåäóðà âûáîðà ó÷èòûâàåò ñïèñîê èçâåñòíûõ äîêàçóåìûõ ñåêâåíöèé,
íà÷èíàÿ ñ àêñèîì (êîãäà ñëåâà è ñïðàâà îäèíàêîâàÿ ôîðìóëà). Íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ñåêâåíöèè Φ → Ψ ⊢ ¬Φ ∨ Ψ âñïîìèíàåì òèïè÷íûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà 8 (Φ,Φ →
Ψ ⊢ Ψ); âûáèðàåì X = Φ; ïðîâåðÿåì, ÷òî îòðèöàíèå X ñîâïàäàåò ñ äðóãèì êîìïîíåíòîì
äèçúþíêöèè â çàêëþ÷åíèè. Ïîñëå ýòîãî ñòðîèì äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà.

Φ ⊢ Φ; Φ → Ψ ⊢ Φ → Ψ

Φ → Ψ,Φ ⊢ Ψ

Φ → Ψ,Φ ⊢ ¬Φ ∨Ψ
(5)

(8) Φ → Ψ,¬Φ ⊢ ¬Φ
Φ → Ψ,¬Φ ⊢ ¬Φ ∨Ψ

(4) ⊢ Φ ∨ ¬Φ

Φ → Ψ ⊢ ¬Φ ∨Ψ
(6).

Âìåñòå ñ

Φ, ¬Φ ⊢
¬Φ ∨Ψ,Φ,¬Φ ⊢ Ψ

(12b)
Ψ ⊢ Ψ

¬Φ ∨Ψ,Φ,Ψ ⊢ Ψ
(12)

¬Φ ∨Ψ ⊢ ¬Φ ∨Ψ
¬Φ ∨Ψ,Φ ⊢ Ψ

¬Φ ∨Ψ ⊢ Φ → Ψ
(7)

(6)

ýòî äà¼ò äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè Φ → Ψ ≡ ¬Φ ∨Ψ.
Ïðè âûáîðå ôîðìóëû X èç ðåêîìåíäàöèè 2 èíîãäà ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ äîêàçóåìîñòü ñå-

êâåíöèé âèäà Φ ∨Ψ, ¬Ψ ⊢ Φ.

Φ ⊢ Φ

Φ ∨Ψ,¬Ψ,Φ ⊢ Φ
(12)

¬Ψ,Ψ ⊢
Φ ∨Ψ,¬Ψ,Ψ ⊢ Φ

(12b)
Φ ∨Ψ ⊢ Φ ∨Ψ

Φ ∨Ψ,¬Ψ ⊢ Φ ∨Ψ
(12)

Φ ∨Ψ, ¬Ψ ⊢ Φ
(6).

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ýòîò ïðè¼ì ¾âû÷¼ðêèâàíèÿ¿ ôîðìóëû è å¼ îòðèöàíèÿ áóäåò îáîá-
ùåí íà äèçúþíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êîìïîíåíò.

Ïîëåçíûì óïðàæíåíèåì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî çàêîíîâ äå Ìîðãàíà: ¬(Φ∨Ψ) ≡ (¬Φ∧¬Ψ)
è ¬(Φ∧Ψ) ≡ (¬Φ∨¬Ψ). Â ýòèõ ÷åòûð¼õ ñåêâåíöèÿõ âñòðå÷àþòñÿ âñå ðàçîáðàííûå âûøå âàðè-
àíòû (êîíúþíêöèÿ â ïîñûëêå, êîíúþíêöèÿ â çàêëþ÷åíèè, äèçúþíêöèÿ â ïîñûëêå, äèçúþíêöèÿ
â çàêëþ÷åíèè).

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà âåðí¼ìñÿ ê ñåêâåíöèè èç ïðèìåðà 1.1 è äîêàæåì å¼ äðóãèì
ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 1.2.

Ïîñòðîèòü äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåíöèè ¬(A ∧B), A ⊢ ¬B â âèäå äåðåâà.
Ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå îòðèöàíèå, òðåáóþò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà 9. Ïîñòðîåíèå äåðåâà íà-

÷èíàåì ñíèçó ââåðõ.

A,B ⊢ A ∧B

¬(A ∧B), A,B ⊢
(9b)

¬(A ∧B), A ⊢ ¬B
(9a).

Âñïîìèíàåì, ÷òî ñåêâåíöèÿ A,B ⊢ A ∧ B áûëà äîêàçàíà íà ñòðàíèöå 5, è äîñòðàèâàåì
äåðåâî ââåðõ äî ïîëó÷åíèÿ àêñèîì (âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì). Ïðèìåíåíèå ïðàâèë 11 è 12
ìîæíî îïóñòèòü.
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A, B ⊢ A; A,B ⊢ B

A,B ⊢ A ∧B
(1)

¬(A ∧B), A,B ⊢
(9b)

¬(A ∧B), A ⊢ ¬B
(9a).

1.3 Ìåòîä ðåçîëþöèé

Äëÿ êðàòêîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå è èõ îòðèöàíèÿ íàçîâåì ëèòåðàìè (ïîëîæè-
òåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî). Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íàõîäÿùåéñÿ â êîíúþíê-
òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÊÍÔ), åñëè îíà èìååò âèäD1∧D2∧. . .∧Dk, ãäå êàæäàÿDi ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêòîì, ò. å. äèçþíêöèåé ëèòåð. Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, à òàêæå Φ ∧ (Ψ ∨X) ≡ (Φ ∧Ψ) ∨ (Φ ∧X) è Φ ∨ (Ψ ∧X) ≡ (Φ ∨Ψ) ∧ (Φ ∨X), ìîæíî
ëþáóþ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîé åé ÊÍÔ.

Åñëè ôîðìóëû D1 = Φ1 ∨A è D2 = Φ2 ∨¬A ÿâëÿþòñÿ äèçúþíêòàìè, òî Φ1 ∨Φ2 íàçûâàåòñÿ
èõ ðåçîëüâåíòîé è îáîçíà÷àåòñÿ res(D1, D2) = res(Φ1 ∨A,Φ2 ∨ ¬A) = Φ1 ∨Φ2. Ðåçîëüâåíòà òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòîì, íî óæå íå ñîäåðæèò ëèòåðó A. Ðåçîëüâåíòà îäèíî÷íûõ êîíòðàðíûõ
ëèòåð res(A,¬A) = 0 íàçûâàåòñÿ ïóñòîé. Åñëè äâå ôîðìóëû íå èìåþò îäèíàêîâûõ, íî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ïî ¾çíàêó¿ (êîíòðàðíûõ) ëèòåð, òî èõ ðåçîëüâåíòà íå ñóùåñòâóåò. Åñëè ðåçîëüâåíòà
äâóõ äèçúþíêòîâ ñóùåñòâóåò, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì èõ êîíúþíêöèè.

Äîêàæåì ñåêâåíöèþ D1, D2 ⊢ res(D1, D2), ãäå D1 = Φ1∨A è D2 = Φ2∨¬A. Èç äîêàçóåìîñòè
¬A,A ⊢ ïî ïðàâèëó 12á ïîëó÷àåì Φ1 ∨ A,¬A,A ⊢ Φ1. Äàëåå

Φ1 ∨ A,¬A,Φ1 ⊢ Φ1; Φ1 ∨ A,¬A,A ⊢ Φ1; Φ1 ∨ A,¬A ⊢ Φ1 ∨ A

Φ1 ∨ A,¬A ⊢ Φ1

Φ1 ∨ A,¬A ⊢ Φ1 ∨ Φ2

(4)

(6) .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèÿ Φ2 ∨ ¬A,A ⊢ Φ1 ∨ Φ2. Òåïåðü ñîåäèíÿåì âìåñòå:

Φ1 ∨ A,¬A ⊢ Φ1 ∨ Φ2; Φ2 ∨ ¬A,A ⊢ Φ1 ∨ Φ2; ⊢ A ∨ ¬A
Φ1 ∨ A,Φ2 ∨ ¬A ⊢ Φ1 ∨ Φ2

(6) .

Èòàê, ñåêâåíöèÿ Φ1 ∨ A,Φ2 ∨ ¬A ⊢ Φ1 ∨ Φ2, îáîçíà÷åííàÿ ðàíåå êàê D1, D2 ⊢ res(D1, D2),
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé ñåêâåíöèè Γ ⊢ Φ ïðîâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïî-
ðÿäêå. Ñíà÷àëà å¼ çàìåíÿþò íà Γ,¬Φ ⊢ . Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðå-
÷èñëåíèå ôîðìóë ÷åðåç çàïÿòóþ â ïîñûëêå ñåêâåíöèè ðàâíîñèëüíî èõ êîíúþíêöèè. Êîíúþíê-
öèþ âñåõ ôîðìóë ïîñûëêè ïðèâîäÿò ê ÊÍÔ è ñîñòàâëÿþò ñïèñîê å¼ äèçúþíêòîâ (íà÷àëüíîå
ìíîæåñòâî S = {D1, D2, . . . , Dk}). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî
âõîäèò â S, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé íåêîòîðûõ ïðåäûäóùèõ, íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì
ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé. Åñëè óäàëîñü âûâåñòè ïóñòîé äèçúþíêò 0, òî ñåêâåíöèÿ äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûì óïðîùåíèåì
ïîëíîãî ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà â èñ÷èñëåíè âûñêàçûâàíèé (íî ìîæåò áûòü äî íåãî âîñ-
ñòàíîâëåíî). Åñëè Dn = res(Di, Dj) è n > i, n > j, òî äîêàçóåìà ñåêâåíöèÿ Di, Dj ⊢ Dn.
Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâà ñåêâåíöèé âèäà
D1∧D2∧· · ·∧Dk ⊢ Dn äëÿ âñåõ äèçúþíêòîâ Dn èç äîêàçàòåëüñòâà ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé. Åñëè
ïîñëåäíèé äèçúþíêò ïóñòîé, òî äîêàçàíà ñåêâåíöèÿ D1 ∧D2 ∧ · · · ∧Dk ⊢ , êîòîðàÿ ýêâèâàëåíò-
íà Γ,¬Φ ⊢ (âñå ýêâèâàëåíòíîñòè òîæå èìåþò ñâîè äîêàçàòåëüñòâà â âèäå äåðåâà). Íàêîíåö,
ïîñëåäíèé øàã:
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Γ,¬Φ ⊢
Γ ⊢ Φ

(9).

Ïðîöåäóðó ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ðåçîëüâåíò ìîæíî ïîðó÷èòü è êîìïüþòåðó, ÷òî äåëàåò
ìåòîä ðåçîëþöèé îñíîâíûì ïðè ñîçäàíèè ÿçûêîâ ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàçðà-
áîòêè ïðîãðàìì àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

Ïðèìåíèì òåïåðü ýòîò ñïîñîá ê òîé æå ñåêâåíöèè, ÷òî è â ïðèìåðàõ 1.1 è 1.2.
Ïðèìåð 1.3.

Äîêàçàòü ñåêâåíöèþ ¬(A ∧B), A ⊢ ¬B ìåòîäîì ðåçîëþöèé.
Ñíà÷àëà ïåðåíîñèì çàêëþ÷åíèå â ëåâóþ ÷àñòü ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ¾çíàêîì¿. Äàííàÿ ñå-

êâåíöèÿ ðàâíîñèëüíà ¬(A∧B), A,¬¬B ⊢ . Êîíúþíêöèþ å¼ ïîñûëîê ïðèâîäèì ê ÊÍÔ, èñïîëü-
çóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè:

(¬(A ∧B)) ∧ A ∧ (¬¬B) ≡ (¬A ∨ ¬B) ∧ A ∧B .

Íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ

S = {D1 = ¬A ∨ ¬B,D2 = A,D3 = B}.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç S è äâóõ ðåçîëüâåíò:

D4 = res(D2, D1) = res(A,¬A ∨ ¬B) = ¬B ;

D5 = res(D3, D4) = res(B,¬B) = 0 .

Òàê êàê ïîëó÷åíà ïóñòàÿ ðåçîëüâåíòà, òî ñåêâåíöèÿ äîêàçàíà.



Ãëàâà 2

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ÷èñëåíèåì âûñêàçûâàíèé, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæ-
íîé ìîäåëüþ ðåàëüíîãî ìèðà. Îíî ó÷èòûâàåò ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçè îáúåêòîâ èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ¾óíèâåðñóì¿.

Ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xm ñëóæàò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ. Èõ çíà÷åíèÿ �
êîíêðåòíûå îáúåêòû a1, a2, . . . , am ∈ U .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå U äîïîëíèòåëüíî çàäàíû îïåðàöèè
f1, f2, . . . , fk, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ

fi : Uni −→ U,

êîòîðûå ñîïîñòàâëÿþò êàæäîìó íàáîðó (êîðòåæó) a1, a2, . . . , ani
∈ U îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå

fi(a1, a2, . . . , ani
) ∈ U .

Òåðìû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì.

2. Åñëè t1, t2, . . . , tn � òåðìû, à f � n-ìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, òî f(t1, t2, . . . , tn) � òîæå òåðì.

Ïðåäèêàò � ýòî óòâåðæäåíèå îá îäíîì èëè íåñêîëüêèõ îáúåêòàõ, èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü
êîòîðîãî çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ. Òî÷íåå, n-ìåñòíûé ïðåäèêàò � ýòî îòîá-
ðàæåíèå

P : Un −→ {0, 1},

ãäå 1�¾èñòèíà¿, à 0�¾ëîæü¿.
Ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðåäèêàò ñ ïîäìíîæåñòâîì äåêàðòîâîé ñòåïåíè Un, íà êîòîðîì îí

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿. Ïóñòü, íàïðèìåð, U � ìíîæåñòâî ëþäåé, à P (x, y) îçíà÷àåò ¾x
äðóæèò ñ y¿. Òîãäà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ýòîò äâóìåñòíûé ïðåäèêàò ñ ìíîæåñòâîì ïàð ëþäåé,
ÿâëÿþùèõñÿ äðóçüÿìè.

Îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû âûðàæàþò ñâîéñòâà îáúåêòîâ, à ìíîãîìåñòíûå � âçàèìîñâÿçè ìåæ-
äó íåñêîëüêèìè îáúåêòàìè. Ïðåäèêàòû ÿâëÿþòñÿ àòîìàðíûìè ôîðìóëàìè, ïðèìåíÿÿ ê íèì
ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, ïîëó÷àåì ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, òàêæå çàâèñÿùèå îò íåêîòî-
ðûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ. Òîò ôàêò, ÷òî ôîðìóëà Φ çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn,
áóäåì îáîçíà÷àòü Φ(x1, x2, . . . , xn).

Ïîíÿòèå ïðåäèêàòà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîíÿòèåì îïåðàöèè. Äëÿ n-
ìåñòíîé îïåðàöèè f ìîæíî îïðåäåëèòü n + 1-ìåñòíûé ïðåäèêàò Pf ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Pf (a1, a2, . . . , an, b) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(a1, a2, . . . , an) = b.

12
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Âàæíîé êîíñòðóêöèåé â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîðû. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè
∀xΦ(x) ÷èòàåòñÿ ¾äëÿ ëþáîãî x âåðíî, ÷òî Φ(x)¿. Åñëè ìíîæåñòâî U = {a1, a2, . . . , am} êîíå÷íî,
òî

∀xΦ(x) ≡ Φ(a1) ∧ Φ(a2) ∧ . . . ∧ Φ(am) .

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃xΦ(x) îçíà÷àåò ¾äëÿ íåêîòîðîãî x âåðíî, ÷òî Φ(x)¿. Åñëè ìíîæå-
ñòâî U = {a1, a2, . . . , am} êîíå÷íî, òî

∃xΦ(x) ≡ Φ(a1) ∨ Φ(a2) ∨ . . . ∨ Φ(am) .

Çíà÷åíèå ôîðìóëû ñ êâàíòîðîì óæå íå çàâèñèò îò òîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ñòîèò ¾ïîä
çíàêîì êâàíòîðà¿. Òàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, îñòàëüíûå � ñâîáîäíûìè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü äðóãîé áóêâîé è ñìûñë ôîðìóëû
îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.

Ñîâîêóïíîñòü ñèìâîëîâ äëÿ îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðà. Îíà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ çàäàííîé çàðàíåå. Àòîìàðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä t1 ≈ t2 èëè P (t1, t2, . . . , tn), ãäå P �
n-ìåñòíûé ïðåäèêàò, à t1, t2, . . . , tn � òåðìû çàäàííîé ñèãíàòóðû.

Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñëåäóþùåå [2]:

1. Àòîìàðíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà.

2. Åñëè Φ � ôîðìóëà, òî ¬Φ � òîæå ôîðìóëà.

3. Åñëè Φ è Ψ � ôîðìóëû, òî (Φ ∧Ψ), (Φ ∨Ψ) è (Φ → Ψ) � òîæå ôîðìóëû.

4. Åñëè Φ � ôîðìóëà, à x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ∀xΦ è ∃xΦ � òîæå ôîðìóëû.

×åðåç (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn îáîçíà÷àåòñÿ ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ôîðìóëû Φ â ðåçóëüòàòå îäíîâðå-

ìåííîé ïîäñòàíîâêè âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn òåðìîâ t1, . . . , tn
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íà çàïèñü: ïåðåìåííûå, êîòîðûå
âõîäÿò â òåðìû t1, . . . , tn, íå äîëæíû îêàçàòüñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàíòî-
ðà. Ýòî óñëîâèå íåòðóäíî âûïîëíèòü, ïåðåèìåíîâàâ ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû îíè íå
âñòðå÷àëèñü â t1, . . . , tn.

Îïðåäåëåíèå ñåêâåíöèé ñîâïàäàåò ñ èõ îïðåäåëåíèåì â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé (ñì. ãëàâó
1).

Àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ èìåþò âèä

1. Φ ⊢ Φ, ãäå Φ � ëþáàÿ ôîðìóëà.

2. ⊢ x ≈ x, ãäå x � ëþáàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ.

3. t1 ≈ q1, . . . , tn ≈ qn, (Φ)
x1,...,xn
t1,...,tn ⊢ (Φ)x1,...,xn

q1,...,qn , ãäå Φ � ëþáàÿ ôîðìóëà, à ti, qi � òåðìû.

Ïðàâèë âûâîäà â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ 16. Èç íèõ ïåðâûå 12 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ
ïðàâèëàìè âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé (ñì. ï. 1.2). Â ïðàâèëàõ 13 è 16 ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â ôîðìóëû èç Γ è â Ψ.

13.
Γ ⊢ Φ

Γ ⊢ ∀xΦ
.

14.
Γ, (Φ)xt ⊢ Ψ

Γ,∀xΦ ⊢ Ψ
.
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15.
Γ ⊢ (Φ)xt
Γ ⊢ ∃xΦ

.

16.
Γ,Φ ⊢ Ψ

Γ,∃xΦ ⊢ Ψ
.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà àêñèîì 1 ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ïî-
ýòîìó åñëè â ëþáîé äîêàçóåìîé ñåêâåíöèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé çàìåíèòü ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ïåðåìåííûå íà àòîìàðíûå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, òî ïîëó÷èì äîêàçóåìóþ
ñåêâåíöèþ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Òàêèå ñåêâåíöèè íàçûâàþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

2.1 Ïðîáëåìû ïåðåâîäà

Âûñêàçûâàíèÿ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå (òî åñòü íà ÿçûêå, èñïîëüçóåìûì äëÿ îáùåíèÿ ëþäåé)
îòëè÷àþòñÿ íåïîëíîòîé è ìíîãîçíà÷íîñòüþ. Ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ÿâëÿþòñÿ ñòðî-
ãèìè îäíîçíà÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè. Ïîýòîìó ïðè ïåðåâîäå ñ åñòåñòâåííîãî
ÿçûêà íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Îñâåùåíèå âñåõ
àñïåêòîâ ýòîé ïðîáëåìû çàíèìàåò ìíîãî ìåñòà, ïîýòîìó ðåêîìåíäóåì ïðî÷èòàòü êíèãó [3]. Äëÿ
ðåøåíèÿ âñåõ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ 2 òðåáóåòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ìîìåíòû.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò òî÷íî îïðåäåëèòü óíèâåðñóì, òî åñòü îãðàíè÷èòü ñîâîêóïíîñòü
ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ. Çàòåì ââîäÿòñÿ ïðåäèêàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèñóòñòâóþùèì â
âûñêàçûâàíèÿõ ñâîéñòâàì è ñâÿçÿì. Ïðåäèêàòû îïèñûâàþòñÿ ïîëíûìè ïðåäëîæåíèÿìè ñ ïîä-
ëåæàùèì è ñêàçóåìûì. Â êà÷åñòâå ïîäëåæàùåãî, êàê ïðàâèëî, âûñòóïàåò ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ.

Ñëåäóþùèé øàã � îïðåäåëåíèå íóæíûõ êâàíòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èíîãäà ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü âûñêàçûâàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà òàê, ÷òîáû ïðè ñîõðàíåíèè ñìûñëà êâàíòîðíûå
êîíñòðóêöèè ïðèñóòñòâîâàëè ÿâíî. Íàïðèìåð, âûñêàçûâàíèå ¾Âîëêè � ìëåêîïèòàþùèå¿ ïåðå-
ôîðìóëèðóåòñÿ ¾Âñå âîëêè � ìëåêîïèòàþùèå¿ è ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ïðèñóòñòâóåò êâàíòîð
âñåîáùíîñòè. Âûñêàçûâàíèÿ îá óíèêàëüíûõ, åäèíè÷íûõ îáúåêòàõ òàêæå ïåðåâîäÿòñÿ ñ êâàí-
òîðîì âñåîáùíîñòè.

Íàêîíåö, îïðåäåëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. ×àùå âñåãî ñ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè óïîòðåáëÿ-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ � êîíúþíêöèÿ, õîòÿ âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå
ïðèìåðû. Áóäüòå âíèìàòåëüíû ñ îòðèöàíèåì: â ðóññêîì ÿçûêå äâàæäû óïîòðåáëÿåìîå îòðèöà-
íèå ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó îòðèöàíèþ â ëîãèêå. Íàïðèìåð, ¾Íè îäèí êóïåö íå áàíêðîò¿ èìååò
ñìûñë ¾Âñå êóïöû íå áàíêðîòû¿.

2.2 Îñîáåííîñòè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåçîëþöèé â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì â èñ÷èñ-
ëåíèè âûñêàçûâàíèé (ñì. ï. 1.3). Âî-ïåðâûõ, êâàíòîð âñåîáùíîñòè ïîäðàçóìåâàåòñÿ âî âñåõ
äèçúþíêòàõ, â êîòîðûõ åñòü ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå. Â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåñòè ñêîëåìèçàöèþ ôîðìóëû (ñì. [1]). Åñëè êâàí-
òîð ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííûé â ôîðìóëå, òî ýòî çíà÷èò ïðîñòî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîé
êîíñòàíòû âìåñòî ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé.

Çàòåì äèçúþíêòû ïðèâîäÿòñÿ ê ÊÍÔ è èèùóòñÿ êîíòðàðíûå ëèòåðû, â êà÷åñòâå êîòîðûõ
âûñòóïàþò ñèìâîëû ïðåäèêàòîâ. Íî â îòëè÷èå îò èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, ïðåäèêàòû çà-
âèñÿò îò ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ: ñèìâîëû ïðåäèêàòîâ îäèíàêîâû, à
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ïåðåìåííûå ó íèõ ðàçíûå. Òîãäà òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïðîöåäóðó óíèôèêàöèè. Ïîäðîáíî îíà
îïèñàíà â êíèãå [2]. Â íàøåì çàäàíèè óíèôèêàöèÿ ñîñòîèò èç îäíîé ïîäñòàíîâêè.

Ïðèìåð 2.1. Ïåðåâåñòè ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ñäåëàòü
âûâîä, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Íåêîòîðûå óðîêè òðóäíû

Òî, ÷òî òðóäíî, òðåáóåò âíèìàíèÿ

Ïåðåôîðìóëèðóåì âòîðîå âûñêàçûâàíèå ñ öåëüþ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ êâàíòîðîâ.
Âñ¼, ÷òî òðóäíî, òðåáóåò âíèìàíèÿ

Àíàëèçèðóÿ îáà ïðåäëîæåíèÿ îïðåäåëÿåì óíèâåðñóì: ìíîæåñòâî çàíÿòèé (âèäîâ äåÿòåëü-
íîñòè). Çàôèêñèðóåì íà áóìàãå îïèñàíèå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé.

x � çàíÿòèå.
Îïðåäåëÿåì ïðåäèêàòû:
U(x) : x � óðîê;
T (x) : x � òðóäíîå çàíÿòèå;
V (x) : x òðåáóåò âíèìàíèÿ.
Â ïåðâîì ïðåäëîæåíèè ïðèñóòñòâóåò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, âî âòîðîì � êâàíòîð âñå-

îáùíîñòè. Ïðàâèëüíûé ïåðåâîä íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (âñïîìíèì, ÷òî ñ êâàíòîðîì
âñåîáùíîñòè óïîòðåáëÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ � êîíúþíêöèÿ):

∃xU(x) ∧ T (x) ;

∀xT (x) → V (x) .

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðåçîëþöèé ïðîâîäèì ñêîëåìèçàöèþ ïåðâîé ôîðìóëû ñ ââåäå-
íèåì êîíñòàíòû c, îáîçíà÷àþùåé òîò ñàìûé êîíêðåòíûé óðîê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òðóäíûì:

U(c) ∧ T (c) = Φ1 .

Âî âòîðîé ôîðìóëå îïóñêàåì êâàíòîð âñåîáùíîñòè è èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíîñòü

T (x) → V (x) ≡ ¬T (x) ∨ V (x) = Φ2 .

Íóæíî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ëîãè÷åñêèé âûâîä èç äâóõ ôîðìóë Φ1,Φ2. Â ï. 1.2 áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî Φ1,Φ2 ⊢ Φ1∧Φ2. Ôîðìóëå Φ1∧Φ2 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S = {D1 =
U(c), D2 = T (c), D3 = ¬T (x)∨V (x)} â ÊÍÔ. Âî âòîðîì è òðåòüåì äèçúþíêòàõ åñòü êîíòðàðíûå
ëèòåðû T , íî òðåáóåòñÿ óíèôèêàöèÿ, à èìåííî ïîëàãàåì x = c. Òîãäà èõ ðåçîëüâåíòîé áóäåò

res
x=c

(D1, D2) = res(T (c),¬T (c) ∨ V (c)) = V (c).

Êàê ïîêàçàíî â ï. 1.3, ðåçîëüâåíòà äâóõ äèçúþíêòîâ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì èõ
êîíúþíêöèè. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà 1 è Ò, ïîëó÷àåì Φ1,Φ2 ⊢ U(c) ∧ V (c). Ïðèìåíèì ïðàâèëî 15
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî U(c) ∧ V (c) = (U(x) ∧ V (x))xc .

Φ1,Φ2 ⊢ U(c) ∧ V (c)

Φ1,Φ2 ⊢ ∃xU(x) ∧ V (x)
(15).

Ëîãè÷åñêèì âûâîäîì èç èñõîäíûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ∃xU(x) ∧ V (x), êîòîðàÿ äî-
ñëîâíî ïåðåâîäèòñÿ îáðàòíî íà ðóññêèé ÿçûê: ¾Ñóùåñòâóåò çàíÿòèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðîêîì
è òðåáóåò âíèìàíèÿ¿.

Ñòèëèñòè÷åñêè áîëåå ãðàìîòíûì áóäåò îòâåò: ¾Íåêîòîðûå óðîêè òðåáóþò âíèìàíèÿ¿.
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Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì Φ1 = U(c) ∧ T (c), Φ2 = ¬T (x) ∨ V (x). Èñïîëüçóÿ
äîêàçàííóþ â ï. 1.3 ñåêâåíöèþ Di, Dj ⊢ res(Di, Dj), ïðèâåä¼ì ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ïðàâèëü-
íîñòè ïîëó÷åííîãî âûøå âûâîäà. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

Φ1 ⊢ Φ1

Φ1 ⊢ U(c)
(2),

Φ1 ⊢ Φ1

Φ1 ⊢ T (c)
(3).

Äàëåå

Φ1 ⊢ U(c)

Φ1, (Φ2)xc ⊢ U(c)
(12)

Φ1 ⊢ T (c); T (c), (Φ2)
x
c ⊢ V (c)

Φ1, (Φ2)xc ⊢ V (c)
(T)

Φ1, (Φ2)xc ⊢ U(c) ∧ V (c)
(1).

Êâàíòîð âñåîáùíîñòè íå çàïèñûâàëñÿ â ïðèìåðå, íî ïîäðàçóìåâàëñÿ:

Φ1, (Φ2)
x
c ⊢ U(c) ∧ V (c)

Φ1,∀xΦ2 ⊢ U(c) ∧ V (c)
(14).

Ïîñëåäíÿÿ ñåêâåíöèÿ ñîâïàäàåò ïî ñóòè ñ Φ1,Φ2 ⊢ U(c) ∧ V (c).

Ïðèìåð 2.2. Ïåðåâåñòè ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ñäåëàòü
âûâîä, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Âñå ëüâû � äèêèå æèâîòíûå

Âñòðå÷à ñ ëþáûì äèêèì æèâîòíûì ìîæåò áûòü îïàñíà

Îïðåäåëÿåì óíèâåðñóì: ìíîæåñòâî æèâîòíûõ. Çàôèêñèðóåì íà áóìàãå îïèñàíèå ïðåäìåò-
íîé ïåðåìåííîé.

x � æèâîòíîå.
Îïðåäåëÿåì ïðåäèêàòû:
L(x) : x � ëåâ;
D(x) : x � äèêîå æèâîòíûå;
O(x) : âñòðå÷à ñ x ìîæåò áûòü îïàñíà.
Â îáîèõ ïðåäëîæåíèÿõ ïðèñóòñòâóåò êâàíòîð âñåîáùíîñòè. Ïåðåâîä íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ

ïðåäèêàòîâ:

∀xL(x) → D(x) ;

∀xD(x) → O(x) .

Îïóñêàåì êâàíòîð âñåîáùíîñòè è èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíîñòü:

L(x) → D(x) ≡ ¬L(x) ∨D(x) = Φ1 ;

D(x) → O(x) ≡ ¬D(x) ∨O(x) = Φ2 .

Íàõîäèì ðåçîëüâåíòó

res(Φ1,Φ2) = res(¬L(x) ∨D(x),¬D(x) ∨O(x)) = ¬L(x) ∨O(x).

Òàê êàê ¬L(x) ∨ O(x) ≡ L(x) → D(x), òî Φ1,Φ2 ⊢ L(x) → D(x). Âñïîìèíàÿ ïðî êâàíòîð,
çàïèøåì âûâîä: ∀xL(x) → D(x). Ýòî äîñëîâíî ïåðåâîäèòñÿ îáðàòíî íà ðóññêèé ÿçûê: ¾Äëÿ
âñåõ æèâîòíûõ âåðíî, åñëè ýòî ëåâ, òî âñòðå÷à ñ íèì ìîæåò áûòü îïàñíà¿.

Ñòèëèñòè÷åñêè áîëåå ãðàìîòíûì áóäåò îòâåò: ¾Âñòðå÷à ñ ëþáûì ëüâîì ìîæåò áûòü îïàñíà¿.
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Ïðèìå÷àíèå. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ñëåäóåò ïåðåèìåíîâûâàòü ñâÿçàííûå ïåðåìåí-
íûå îò ðàçíûõ êâàíòîðîâ, ÷òîáû îíè áûëè ðàçëè÷íû. Òî åñòü áîëåå òî÷íûì áûëî áû èñïîëüçî-
âàòü Φ1(x) è Φ2(y). Íî â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðèâåëî áû ê óíèôèêàöèè y = x ïåðåä âû÷èñëåíèåì
ðåçîëüâåíòû, è îòâåò ïîëó÷èëñÿ áû òàêèì æå.

Îáîñíîâàíèåì îïóñêàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè ñëóæàò ñëåäóþùèå
ôðàãìåíòû äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà:

(Φ)xx ⊢ (Φ)xx
∀xΦ ⊢ (Φ)xx

(14)

Φ1,Φ2 ⊢ Ψ

∀xΦ1,∀xΦ2 ⊢ Ψ
(14)

∀xΦ1,∀xΦ2 ⊢ ∀xΨ
(13).

Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà 13 ðàçðåøåíî, ïîòîìó ÷òî â ïîñûëêå ïîñëå íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðîâ
âñåîáùíîñòè íå îñòàëîñü ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x (íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå ìîæíî ïåðåèìåíîâûâàòü: ∀xΦ(x) ≡ ∀yΦ(y)).

Äðóãèå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ âûâîäà èç äâóõ è áîëåå âûñêàçûâàíèé ïðèâåäåíû â [4].



Ãëàâà 3

Çàäàíèÿ

Çàäàíèå 1.
Äîêàçàòü ñåêâåíöèþ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé òðåìÿ ñïîñîáàìè:

� ñðàâíåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè;

� ïîñòðîåíèåì äîêàçàòåëüñòâà â âèäå äåðåâà;

� ìåòîäîì ðåçîëþöèé.

Çàäàíèå 2.
Ïåðåâåñòè ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ñäåëàòü âûâîä, åñëè ýòî

âîçìîæíî.

Âàðèàíò 1

1. A ∧ (B ∨ C) ⊢ (A ∧B) ∨ (A ∧ C).

2. Áîëü ïîäòà÷èâàåò ñèëû ÷åëîâåêà.

Íèêàêàÿ áîëü íå æåëàòåëüíà.

Âàðèàíò 2

1. ¬(A ∧B) ∨ C ⊢ (¬A ∨ ¬B) ∨ C.

2. Òåì, êòî ëûñ, ðàñ÷åñêà íå íóæíà.

Íè îäíà ÿùåðèöà íå èìååò âîëîñ.

Âàðèàíò 3

1. (A → B) ∧ C ⊢ (A ∧ C) → (B ∧ C).

2. Âñå íåâíèìàòåëüíûå ëþäè ñîâåðøàþò îïëîøíîñòè.

Íè îäèí âíèìàòåëüíûé ÷åëîâåê íå çàáûâàåò ñâîèõ îáåùàíèé.

18
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Âàðèàíò 4

1. (A ∧B) ∨ C ⊢ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C).

2. Ìíå Äæîí íå íðàâèòñÿ.

Íåêîòîðûì èç ìîèõ äðóçåé Äæîí íðàâèòñÿ.

Âàðèàíò 5

1. A ∧ (B → C) ⊢ (A ∧B) → (A ∧ C).

2. Êàðòîøêà � íå àíàíàñ.

Âñå àíàíàñû ïðèÿòíû íà âêóñ.

Âàðèàíò 6

1. ¬(A ∨B) ∧ C ⊢ (¬A ∧ ¬B) ∧ C.

2. Íè îäíà áóëàâêà íå èìååò ÷åñòîëþáèÿ.

Íè îäíà èãîëêà � íå áóëàâêà.

Âàðèàíò 7

1. (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) ⊢ (A ∨B) ∧ C.

2. Âñå ìîè äðóçüÿ ïðîñòóäèëèñü.

Òîìó, êòî ïðîñòóæåí, íåëüçÿ ïåòü.

Âàðèàíò 8

1. A ∨ (¬B ∨ ¬C) ⊢ A ∨ ¬(B ∧ C).

2. Âñå ýòè áëþäà îòëè÷íî ïðèãîòîâëåíû.

Íåêîòîðûå áëþäà, åñëè èõ ïëîõî ïðèãîòîâèòü, âðåäíû äëÿ çäîðîâüÿ.

Âàðèàíò 9

1. (A → B) ∨ (A → C) ⊢ A → (B ∨ C).

2. Âñå ëåêàðñòâà íåïðèÿòíû íà âêóñ.

Àëåêñàíäðèéñêèé ëèñò � ëåêàðñòâî.

Âàðèàíò 10

1. A ∧ ¬(B ∧ C) ⊢ A ∧ (¬B ∨ ¬C).
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2. Íåêîòîðûå óñòðèöû ìîë÷àëèâû.

Ìîë÷àëèâûå ñóùåñòâà íå î÷åíü-òî çàáàâíû.

Âàðèàíò 11

1. (A → C) ∧ (B → C) ⊢ (A ∨B) → C.

2. Âñå ðàçóìíûå ëþäè õîäÿò íà íîãàõ.

Âñå íåðàçóìíûå ëþäè õîäÿò íà ðóêàõ.

Âàðèàíò 12

1. A → (B ∧ C) ⊢ (A → B) ∧ (A → C).

2. Çàíèìàéòåñü ñâîèì äåëîì.

Ýòà ññîðà � íå âàøå äåëî.

Âàðèàíò 13

1. (A ∨B) ∧ (A ∨ C) ⊢ A ∨ (B ∧ C).

2. Íè îäèí ìîñò íå ñäåëàí èç ñàõàðà.

Íåêîòîðûå ìîñòû î÷åíü êðàñèâû.

Âàðèàíò 14

1. (A → B) ∧ (A → C) ⊢ A → (B ∧ C).

2. Íè îäíà çàãàäêà, èìåþùàÿ ðåøåíèå, íå èíòåðåñóåò ìåíÿ.

Âñå ýòè çàãàäêè íåðàçðåøèìû.

Âàðèàíò 15

1. ¬(A ∨B) ∨ C ⊢ (¬A ∧ ¬B) ∨ C.

2. Äæîí ïðèëåæåí.

Âñå ïðèëåæíûå ëþäè ñ÷àñòëèâû.

Âàðèàíò 16

1. A ∨ (B ∧ C) ⊢ (A ∨B) ∧ (A ∨ C).

2. Íè îäíà ëÿãóøêà íå ïèøåò êíèã.

Íåêîòîðûå ëþäè ïîëüçóþòñÿ ÷åðíèëàìè, êîãäà ïèøóò êíèãè.
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Âàðèàíò 17

1. A → (B ∨ C) ⊢ (A → B) ∨ (A → C).

2. Íè îäíà êî÷åðãà íå ìÿãêàÿ.

Âñå ïîäóøêè ìÿãêèå.

Âàðèàíò 18

1. A ∧ (¬B ∨ ¬C) ⊢ A ∧ ¬(B ∧ C).

2. Âñå àíòèëîïû ñòðîéíûå.

Ñòðîéíûå æèâîòíûå ðàäóþò ãëàç.

Âàðèàíò 19

1. A ∨ (¬B ∧ ¬C) ⊢ A ∨ ¬(B ∨ C).

2. Íåêîòîðûå äÿäþøêè íå îòëè÷àþòñÿ ùåäðîñòüþ.

Âñå êóïöû ùåäðû.

Âàðèàíò 20

1. (A ∨ C) ∧ (B ∨ C) ⊢ (A ∧B) ∨ C.

2. Íè îäèí íåñ÷àñòíûé ÷åëîâåê íå õîõî÷åò.

Íè îäèí ñ÷àñòëèâûé ÷åëîâåê íå ñòîíåò.

Âàðèàíò 21

1. (A → B) ∨ C ⊢ (A ∨ C) → (B ∨ C).

2. Ìóçûêà, êîòîðóþ ñëûøíî, âûçûâàåò êîëåáàíèÿ âîçäóõà.

Ìóçûêà, êîòîðóþ íå ñëûøíî, íå ñòîèò òîãî, ÷òîáû çà íåå ïëàòèëè äåíüãè.

Âàðèàíò 22

1. (A ∧B) ∨ C ⊢ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C).

2. Íè îäèí åâðåé íå òîëñòûé ìåëüíèê.

Âñå ìîè äðóçüÿ òîëñòûå ìåëüíèêè.

Âàðèàíò 23

1. (A ∨B) → (A ∨ C) ⊢ A ∨ (B → C).
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2. Ìóêà ïðèãîäíà äëÿ ïèùè.

Òîëîêíî � ñîðò ìóêè.

Âàðèàíò 24

1. (¬A ∨ ¬B) ∨ C ⊢ ¬(A ∧B) ∨ C.

2. Ëàñêè èíîãäà ñïÿò.

Âñå æèâîòíûå èíîãäà ñïÿò.

Âàðèàíò 25

1. A ∧ (¬B ∧ ¬C) ⊢ A ∧ ¬(B ∨ C).

2. Íåêîòîðûå ñíû óæàñíû.

Íè îäèí ÿãíåíîê íå ñïîñîáåí âûçâàòü óæàñ.

Âàðèàíò 26

1. A ∨ ¬(B ∧ C) ⊢ A ∨ (¬B ∨ ¬C).

2. Íè îäèí áîãàòûé ÷åëîâåê íå ïðîñèò ìèëîñòûíè.

Âñåì, êòî íåáîãàò, ñëåäóåò äóìàòü î ðàñõîäàõ.

Âàðèàíò 27

1. A ∨ (B → C) ⊢ (A ∨B) → (A ∨ C).

2. Íè îäèí âîð íå ÷åñòåí.

Íåêîòîðûõ íå÷åñòíûõ ëþäåé óäà¼òñÿ óëè÷èòü.

Âàðèàíò 28

1. (A ∧B) ∨ (A ∧ C) ⊢ A ∧ (B ∨ C).

2. Âñå îñû íå îáùèòåëüíûå.

Âñå ùåíêè îáùèòåëüíûå.

Âàðèàíò 29

1. A ∧ ¬(B ∨ C) ⊢ A ∧ (¬B ∧ ¬C).

2. Âñå íåïðàâäîïîäîáíûå èñòîðèè âûçûâàþò ñîìíåíèå.

Âñå ýòè èñòîðèè âïîëíå ïðàâäîïîäîáíû.
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Âàðèàíò 30

1. ¬(A ∧B) ∧ C ⊢ (¬A ∨ ¬B) ∧ C).

2. Îí ñêàçàë ìíå, ÷òî âû óøëè.

Îí íèêîãäà íå ãîâîðèò íè ñëîâà ïðàâäû.

Âàðèàíò 31

1. (¬A ∧ ¬B) ∨ C ⊢ ¬(A ∨B) ∨ C.

2. Îí âñåãäà ïîåò ìåíüøå ÷àñà.

Ñëóøàòü ïåíèå áîëüøå ÷àñà óòîìèòåëüíî.

Âàðèàíò 32

1. (A ∨B) ∧ C ⊢ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C).

2. Íè îäèí ñâàäåáíûé ïèðîã íå ïîëåçåí.

Íåïîëåçíîé ïèùè ñëåäóåò èçáåãàòü.

Âàðèàíò 33

1. (A ∨B) → C ⊢ (A → C) ∧ (B → C).

2. Íè îäèí ñòàðûé ñêðÿãà íå âåñåë.

Íåêîòîðûå ñòàðûå ñêðÿãè òîùè.

Âàðèàíò 34

1. (¬A ∧ ¬B) ∧ C ⊢ ¬(A ∨B) ∧ C.

2. Âñå óòêè ïðè õîäüáå ïåðåâàëèâàþòñÿ ñ áîêó íà áîê.

Âñå, ÷òî ïåðåâàëèâàåòñÿ ñ áîêó íà áîê, íå èçÿùíî.

Âàðèàíò 35

1. (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) ⊢ (A ∨B) ∧ C.

2. Íè îäèí ïðîôåññîð íå íåâåæåñòâåí.

Íåêîòîðûå íåâåæåñòâåííûå ëþäè òùåñëàâíû.

Âàðèàíò 36

1. A ∨ ¬(B ∨ C) ⊢ A ∨ (¬B ∧ ¬C).
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2. Çóáíàÿ áîëü âñåãäà íåïðèÿòíà.

Òåïëî âñåãäà ïðèÿòíî.

Âàðèàíò 37

1. (A ∨ C) → (B ∨ C) ⊢ (A → B) ∨ C.

2. Ñêó÷íûå ëþäè íåâûíîñèìû.

Âû ñêó÷íûé ÷åëîâåê.

Âàðèàíò 38

1. (A ∧B) ∨ (A ∧ C) ⊢ A ∧ (B ∨ C).

2. Íåêîòîðûå ãîðû íåïðåîäîëèìû.

Âñå çàáîðû âïîëíå ïðåîäîëèìû.

Âàðèàíò 39

1. (¬A ∨ ¬B) ∧ C ⊢ ¬(A ∧B) ∧ C.

2. Íè îäèí ôðàíöóç íå ëþáèò ïóäèíã.

Âñå àíãëè÷àíå ëþáÿò ïóäèíã.

Âàðèàíò 40

1. A ∨ (B ∧ C) ⊢ (A ∨B) ∧ (A ∨ C).

2. Íè îäèí ëåíòÿé íå äîñòîèí ñëàâû.

Íåêîòîðûå õóäîæíèêè íå ëåíòÿè.



Ãëàâà 4

Îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1.
Äîêàçàòü ñåêâåíöèþ A ∧B → C ⊢ A → (B → C) òðåìÿ ñïîñîáàìè:

� ñðàâíåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè;

� ïîñòðîåíèåì äîêàçàòåëüñòâà â âèäå äåðåâà;

� ìåòîäîì ðåçîëþöèé.

Ñïîñîá 1.

Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ ëåâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè:

A B C A ∧B A ∧B → C
0 0 0 0 1
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè:

A B C B → C A → (B → C)
0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Âèäèì, ÷òî ïîñëåäíèå ñòîëáöû â îáåèõ òàáëèöàõ ñîâïàäàþò.

25
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Ñïîñîá 2.

Ó äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà âíèçó (â êîðíå) íàõîäèòñÿ ñåêâåíöèÿ, êîòîðóþ íàäî äîêàçàòü, à
ââåðõó (ëèñòüÿ) íàõîäÿòñÿ àêñèîìû. Ïðèìåíåíèå ïðàâèë 11 è 12 ìîæíî îïóñòèòü, åñëè ââåðõó
ïîëó÷àòñÿ ñåêâåíöèè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ åñòü ôîðìóëà, ñîâïàäàþùàÿ ñ ôîðìóëîé ïðàâîé
÷àñòè ñåêâåíöèè (âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì).

A, B ⊢ A; A,B ⊢ B

A,B ⊢ A ∧B;
(1)

A ∧B ⊢ A ∧B; A ∧B → C ⊢ A ∧B → C

A ∧B → C,A ∧B ⊢ C
(8)

A ∧B → C,A,B ⊢ C

A ∧B → C,A ⊢ B → C

A ∧B → C ⊢ A → (B → C)
(7)

(7)

(T ) .

Ñïîñîá 3.

Ïåðåíîñèì âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü:

A ∧B → C,¬(A → (B → C)) ⊢

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ðåçîëþöèé ïðèâîäèì ê ÊÍÔ:

(A ∧B → C) ∧ (¬(A → (B → C))) ≡
(¬(A ∧B) ∨ C) ∧ (¬(¬A ∨ (¬B ∨ C))) ≡

(¬A ∨ ¬B ∨ C) ∧ A ∧B ∧ ¬C .

Íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ:

D1 = ¬A ∨ ¬B ∨ C, D2 = A, D3 = B, D4 = ¬C.

Òåïåðü:

D5 = res(D1, D2) = res(¬A ∨ ¬B ∨ C,A) = ¬B ∨ C;

D6 = res(D5, D3) = res(¬B ∨ C,B) = C;

D7 = res(D6, D4) = res(C,¬C) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Çàäàíèå 2.
Ïåðåâåñòè ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è ñäåëàòü âûâîä, åñëè ýòî

âîçìîæíî.
Âñå øóòêè äëÿ òîãî è ïðèäóìàíû, ÷òîáû ñìåøèòü ëþäåé.

Íè îäèí ïàðëàìåíòñêèé àêò íå øóòêà.

Ïåðåôîðìóëèðóåì âòîðóþ ôðàçó:
Âñå ïàðëàìåíòñêèå àêòû íå øóòêà.

Îïðåäåëèì óíèâåðñóì: x � òåêñò.
Îáîçíà÷èì:
S(x): x ÿâëÿåòñÿ øóòêîé;
L(x): x ïðèäóìàí, ÷òîáû ñìåøèòü ëþäåé;
P (x): x � ïàðëàìåíòñêèé àêò.
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Ïåðåâîä:

∀x(S(x) → L(x));

∀x(P (x) → ¬S(x)).

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðåçîëþöèé îïóñêàåì êâàíòîð âñåîáùíîñòè è èñïîëüçóåì ýêâè-
âàëåíòíîñòü

S(x) → L(x) ≡ ¬S(x) ∨ L(x) = Φ1;

P (x) → ¬S(x) ≡ ¬P (x) ∨ ¬S(x) = Φ2.

Òàê êàê íåò êîíòðàðíûõ ëèòåð, òî íèêàêîãî âûâîäà èç Φ1,Φ2 ñäåëàòü íåëüçÿ.
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